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Pflichtteil
Aufgabe 1 (2VP

Die Ableitung der Funktion f mit f(x) = x3e2X wird nach der Produktregel gebildet.
Dabei ist zu beachten, dass der Term e2X nach der Kettenregel abgeleitet (e2X)’ = e2X.
2 = 2e%X ergibt:
f/(x) =3x2.e2X 4 x3.2e2X

= 3x2e2X + 2x3e2X | e=2x qusklammern

=e2X.(3x2 + 2x3)

Aufgabe 2 (2VP)

1 1
Durch Integration der Funktion f mit f(x) = 4cos(5x) — ZX4 ergibt sich eine Stamm-

funktion F mit

1 /1 11
F(X)=4-1sin{ =x + - =x°
5 2 4 5
1 1
=8sin| =x | — —x°
2 20

Der Term cos(%x) kann dabei durch die ,innere Integration”“ mit der allgemeinen Regel

1
cos(ax) — —sin(ax) integriert werden. Eine Stammfunktion von cosx ist dabei sin x.
a

Aufgabe 3 (3VP)

Da in jedem Summanden auf der linken Seite ein x vorkommt, kann man dieses zu-
nachst ausklammern:

x>—3x3—4x=0
x-(x*=3x2—-4)=0

Daraus ergibt sich die erste Losung x; = 0.

Die weiteren Lésungen ergeben sich nun aus der Gleichung x4 — 3x2 — 4 = 0. Diese
biquadratische Gleichung l3sst sich 16sen, indem jeweils ein x2 mit u ersetzt (substi-
tuiert) wird. Es ergibt sich eine quadratische Gleichung:

u?—3u—4=0

up=4

u =-—1
Die Substitution muss mit diesen zwei Losungen nun wieder rickgangig gemacht wer-
den. Aus u; = 4 ergibt sich damit 4 = x2 und daraus x,/3 = +2.

Mit der zweiten Lésung up = —1 ergibt sich —1 = x2. Diese Gleichung ist allerdings nicht
weiter [6sbar.

Die Gleichung x> — 3x3 — 4x = 0 hat also die einzigen drei Lésungen x1 = 0, x> = 2 und
X3 =—2.
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Aufgabe 4 (4VP)
Asymptoten angeben

Waagrechte Asymptote: Grenzwert betrachten, um herauszufinden, an welchen Wert

sich das Schaubild annahert.

_ 4
lim4——=4
X— 00 X2

4
Wenn x — oo lauft, wird der Nenner des Bruchs — unendlich groB, der Zahler verandert
X
sich jedoch nicht. Dadurch lauft der Bruch gegen 0, weil 4 durch diese unendlich grol3e
Zahl geteilt wird.

Somit besitzt das Schaubild die waagerechte Asymptote y = 4.

Die senkrechten Asymptoten kdnnen nur an den Definitionsliicken von f auftreten. Die
Definitionsllcken existieren an den Stellen, an denen der Nenner des Bruches gleich Null

ist:
x2=0 Wa
x=20

Somit besitzt f eine senkrechte Asymptote bei x = 0.

Da es eine Nenner-Nullstelle 2. Grades ist, handelt es sich um eine Polstelle ohne Vor-
zeichenwechsel.

Schaubild skizzieren
yA

A
4

—

Gleichung der Normalen ermitteln
Gleichung der Normalen im Punkt P(2 | f(2)) ermitteln:

Um die Gleichung der Normalen aufzustellen, wird als Voraussetzung der y-Wert von P,
sowie die Steigung in diesem Punkt bendtigt: f(2) =3

f/(x)=8x"3
ffQ)=1

Die Steigung, die eben bestimmt wurde, stellt die Steigung der Tangente dar, die in P

anliegt. Da die Normale orthogonal zur Tangente steht, qgilt fir ihre Steigung:
1

mp=——om!.

mt¢
Die Funktionsgleichung der Normalen kann nun mit Hilfe der allgemeinen Tangenten-
gleichung berechnet werden:
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n:y

y=

_ 1
_1_f’(U)
—1 (x=2)+3

c(x—=u)+f(u)

Aufgabe 5

a)

b)

Begrindung fur Bild 1 als f
Nur das Schaubild der Funktion f besitzt eine doppelte Nullstelle bei x = 0.

Funktionen den Schaubildern zuordnen

Das Schaubild der Ableitungsfunktion f* muss an der Stelle, an der das Schaubild der
Funktion f Extremstellen besitzt, Nullstellen aufweisen, d.h. bei x =—2 und x = 0.

Des Weiteren muss es im Intervall von —2 bis 0 unterhalb der x-Achse verlaufen,
weil das Schaubild von f in diesem Intervall fallt (negative Steigung).

Somit erweist sich Bild 4 als das Schaubild von f’.

Da die Funktion g an der Stelle x = 0 eine Definitionslicke aufweist (Nullstelle im
Nenner), muss ihr Schaubild an dieser Stelle eine senkrechte Asymptote besitzen.
Bild 3 zeigt also das Schaubild der Funktion g.

Das Schaubild der Stammfunktion F muss streng monoton steigend sein, weil das
Schaubild von f nur oberhalb der x-Achse verlauft (nur positive Steigung).

AuBerdem muss es an der Stelle x = 0 aufgrund der doppelten Nullstelle im Schau-
bild von f einen Sattelpunkt und an der Stelle x = —2 einen Wendepunkt besitzen
(Schaubild von f zeigt einen Extrempunkt).

Deshalb stellt Bild 2 das Schaubild der Funktion F dar.

Aufgabe 6

Lin
X1
X1

X1

eares Gleichungssystem lésen
+ 4x + X3 = 10
2X2 + X3

X1

+
+ X2 — X3
+ 4xp + X3 = 10
2X> = 2 | I—1I =xp=1
3x2 + 2x3 = 7 | I—1III

X1

+ 4x, + x3 = 10
X2
3 + 2x3 = 7 | Einsetzen:x2 =1 =x3=2

X1

+ 4x, + X3 = 10
X2
X3

X1

+ 4 + 2 = 10 | =>x1=4
X2
X3 = 2
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L={4;1;2}

Geometrische Interpretation der L6sungsmenge

Geometrisch gesehen haben wir den Schnittpunkt dreier Ebenen bestimmt. Die drei
Gleichungen aus dem LGS sind dabei die Koordinatengleichungen der Ebenen. Der
Schnittpunkt S dieser Ebenen ist S(4 | 1| 2).

Aufgabe 7 (3VP)
Koordinatengleichung ermitteln

Zuerst wird eine Parametergleichung der Ebene aufgestellt, die folgende Form besitzt:
EX=p+r-d+s-Vv

Als Statzvektor der Ebene kann der Stutzvektor der gegebenen Gerade benutzt werden.

Den ersten Spannvektor bildet der Richtungsvektor der Geraden.

Den zweiten Spannvektor bildet der Verbindungsvektor zwischen dem Stutzvektor und
dem Punkt A:

3 2 1
V=3 |-|] =1 |=
1 -2 3
Die Gleichung der Ebene in Parameterform lautet somit
3 3 1
E:X=| 3 |+s| 0 |+t]| 4
1 1 3

Um die Parameterform in eine Koordinatenform zu Uberfuhren, wird zunachst der Nor-
malenvektor der Ebene gebildet.

Die Koordinaten des Normalenvektors kdnnen spater in der Koordinatenform, anstelle
der Variablen a, b und c, eingesetzt werden.

Der Normalenvektor der Ebene wird Gber das Kreuzprodukt der Spannvektoren gebildet.

3 1 0-3—-1-4 —4
n=|0|x| 4 |=|1-1-3-3 |[|7T=| -8
1 3 3.4-0-1 12

Da bei dem Normalenvektor nur die Richtung und nicht dessen Lange ausschlaggebend
ist, wird der Faktor vier aus Grinden der Vereinfachung gekurzt.

—4 ~1
12 3

Wenn die Koordinaten des Normalenvektors fur a, b und c in der Koordinatenform ein-
gesetzt werden, ergibt sich folgendes:

E: —x1—2x2+ 3x3=d
Um einen Wert flr d zu bekommen, werden die Koordinaten des Stutzvektors fur x1, x2,
und x3 eingesetzt und die Gleichung nach d aufgelost:
—3—-6+3=d
—6=d
Daraus ergibt sich die Gleichung der Ebene in Koordinatenform:
E: —Xx1—2X2+ 3x3=—6
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Aufgabe 8 (3VP)
Verfahren beschreiben

Um P an E zu spiegeln, muss eine Gerade g berechnet werden, die durch P geht und

senkrecht auf E steht. Der Punkt, in dem g E durchstoBt, ist der FuSpunkt F.

Zur Berechnung der Geraden g nimmt man den Ortsvektor von P als Stutzvektor und

den Normalenvektor der Ebene E als Richtungsvektor:

gX =0P+r-1

Nun wird der Schnittpunkt der Gerade g mit der Ebene E berechnet und es ergibt sich

der FuBpunkt F. Der Vektor PF bildet also den Verbindungsvektor zwischen Punkt P und
Ebene E.

Um P an E zu spiegeln, wird der Verbindungsvektor nun zwei Mal zum Ortsvektor von P
addiert, d.h. man 'geht’ von P aus zwei Mal in Richtung PF; einmal, um bis zur Ebene
E zu gelangen und dann noch einmal, um im gleichen Abstand hinter der Ebene E zu
liegen.

OF = OP + 2PF

Ebene

(©) Karlsruhe 2014 | SchullV Seite 5/25 www.MatheLV.net

Vervielfaltigung nur innerhalb einer Lehrer-/Klassen- oder Schullizenz und mit Hinweis auf MatheLV erlaubt.


http://www.SchulLV.net
http://www.MatheLV.net
http://www.SchulLV.net
http://www.MatheLV.net

Baden-Wiirttemberg | Abitur (GTR) '
“ Prifungswissen | Original-Priifungen “ Mathe LV

» Abitur 2005 | GESAMTE PRUFUNG Lésungsblatt (ausfiihrlich)

Wahlteil I1Aufgabe 1 1.1

a) Bestimmung der beiden Parameter a und b (5VP)

Laut Aufgabentext sollen die beiden Parameter mit Hilfe von den Werten der ersten
und fiinften Woche berechnet werden, also mit f(1) und f(5):

f(1)= 26 f(5)= 86
a+15 5a+ 15
6= b1 15 |-(b+15) 6= Sb+15 |-(5b+15)
26(b+15)=a+ 15 86(5b+ 15)= 5a+ 15
26b+390=a+15 |-15 430b+1290=5a+15 |-15
26b+375=a 430b+ 1275 = 5a I:5
86b + 255 = a

Die beiden Gleichungen sind nun jeweils nach a aufgeldst. Gleichsetzen ergibt:

26b+ 375 = 86b + 255 | —26b | —255
120 = 60b |: 60
2=0b

Somit ist b = 2. Wird dieser Wert in eine der Ausgangsgleichungen (z.B. a = 26b +
375) eingesetzt, so ergibt sicha=26-2+ 375 =427.

) ) ) ) 427x + 15
Die Funktion f ist somit durch f(x) = ————— gegeben.
2x+ 15

Alternativ hatte man das obige LGS auch mit dem GTR Iésen kénnen.

Zeichnung des Schaubilds von f

Das Schaubild von f soll fur das ers- y

te Jahr gezeichnet werden. Da x in Wo- 200 = ——

chen angegeben wird, muss K also fur — — K
T

0 < x £ 52 dargestellt werden. Das L50
Schaubild ergibt sich dabei mithilfe des
GTR. L0O

Hier ist auch noch das Schaubild C der /
Funktion g eingezeichnet, die spater 50 /
auftauchen wird. //

10 20 30 40 50 X

Beschreibung und Begriindung Verkaufszahlenentwicklung

In den ersten Wochen steigen die wochentlichen Verkaufszahlen zunachst stark an,
dann flacht die Zunahme der Verkaufszahlen ab und die Kurve nahert sich einer
oberen Schranke an.

Dies liegt daran, dass die Zahnpasta ein neues Produkt ist und somit Uber ein hohes
Kaufinteresse bei Kunden verflgt.
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Mit der Zeit jedoch bildet sich ein fester Kundenkreis, der die Zahnpasta kontinuier-
lich kauft und es kommen kaum noch neue Kunden hinzu. Das Produkt ist bekannt
und keine Neuware mehr, deshalb steigen die wéchentlichen Verkaufszahlen nicht

mehr weiter an.

b) Berechnung der Anzahl verkaufter Tuben

Um die Anzahl N der verkauften Tuben in den ersten 52 Wochen zu bestimmen,
mussen alle Funktionswerte von f von x = 0 bis x = 52 aufsummiert werden. Dies

wird mithilfe eines Integrals gemacht:

52
N = ff(x)dx
0

Das Integral lasst sich Uber | MATH — 9: fnint| be-
rechnen, es betragt etwa 7.801.

In den ersten 52 Wochen verkauft Supermarkt A et-
wa 7.800 Tuben Zahnpasta.

Alternativer Léosungsweg

Alternativ zum Integral kdnnen auch die einzelnen
bis x =52 mit dem GTR aufsummiert werden.

Dazu wird Uber |[2nd — STAT (LIST)| das LIST-
Menl aufgerufen und dort Uber die Be-
fehlsfolge |LIST — MATH — 5:sum| und dann
LIST — OPS — 5: seq‘ die Summe berechnet. Ne-
benstehend ist der genaue Befehl abgebildet.
Nach dieser Methode ergibt sich N ~ 7.890, hier
wurden also etwa 7.890 Tuben verkauft.

(3VP)

Funktionswerte von f von x =1

sumLsesdl (427 m+15
§§i2H+15}=H=1=52
. rogl . Fededs

In diesem Fall summiert der GTR tatsachlich auch nur ganzzahlige Werte von x auf,

esist hieralso S=f(1)+f(2)+... + f(52) ~ 7.890.

Berechnung der Wochenzahl mit mehr als 1500 verkaufen Tuben

Nun ist der Zeitpunkt xo gesucht, an dem die Gesamtzahl der verkauften Tuben

Xo
erstmals grofRer als 1.500 ist, also N = ff(x)dx > 1.500 ist.
0

Mit dem GTR kann berechnet werden, wann die In-
X
tegralfunktion N(x) = Jf(t)dt genau den Wert

1.500 besitzt. Die Integlgalfunktion kann wie ne-
benstehend im Y-Editor eingegeben werden, das
Schaubild zeichnet der GTR aufgrund des hohen Re-
chenaufwands allerdings nur sehr langsam.

Seite 7/25
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Uber |2nd — TRACE (CALC) — 5: intersect| l&sst !
sich das Schaubild dann mit der Geraden y = 1.500 i /
schneiden, es ergibt sich die Schnittstelle x ~ 15, 3. : HE

Somit wurden nach etwa 15, 3 Wochen 1.500 Tuben
Zahnpasta verkauft.

Inkgrseckion
n=1b.zzE087  Y=1Ead

Zeichnung des Schaubildes von g

Beim Supermarkt B werden die Verkaufszahlen eines Konkurrenzproduktes durch die
Funktion g mit g(x) =214 — 214 .e0.08X peschrieben.

Das Schaubild C von g ergibt sich ebenfalls mit dem GTR. Es ist bereits im Koordina-
tensystem von Teilaufgabe a) eingezeichnet.

Bestimmung der langfristigen Verkaufszahlen

Nun muss berechnet werden, gegen welchen Wert die Verkaufszahlen g(x) streben,
wenn die Zeitdauer x immer grofRer wird. Dazu wird der Grenzwert von g fir x — o
gebildet:

lim g(x) = lim {214—214.e7908 | —214_0=1214.
X—00 X—00
-0
Langfristig kann der Supermarkt B mit etwa 214 verkauften Tuben Zahnpasta pro
Woche rechnen.

Berechnung des grofSten Verkaufsvorsprungs von Supermarkt A

Betrachtet man die Schaubilder der beiden Kurven, so fallt auf, dass das Schaubild
der Funktion f zuerst oberhalb des Schaubildes von g verlauft, dass sich die Schau-
bilder dann schneiden und das Schaubild von g oberhalb dem von f verlauft.

Den groten Vorsprung hat die Funktion f folglich dann genau zu dem Zeitpunkt,
an dem sich die Schaubilder der beiden Funktionen schneiden. Bis hierhin konnte f
seinen Vorsprung ausbauen, der nun dadurch, dass das Schaubild von g oberhalb
verlauft, immer geringer wird.

(6VP)

Um den Schnittpunkt zu bestimmen, werden die
beiden Schaubilder von f und g gezeichnet und
Uber | 2nd — TRACE (CALC) — 5: intersect| mitein-
ander geschnitten. Es ergibt sich die Schnittstelle
x~11,9.

Nach etwa 12 Wochen hat der Supermarkt A seinen Interscction.

groRten Vorsprung an verkauften Tuben. n=11.876901 Y¥=131.2%

Alternativer Lésungsweg

Der Vorsprung vom Supermarkt A in Bezug auf Supermarkt B wird durch den Unter-

schied der verkauften Tuben beschrieben. Fir diesen gilt:
X

N(x) = ff(t)dt— f g(t)dt = f (f(t)—g(t)) dt.
0 0

0
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M) =

Der grofSte Vorsprung von Supermarkt A entspricht dann dem Maximum dieser
Funktion, welches mit dem GTR bestimmt werden.

Dazu wird diese Integralfunktion wie oben
mit dem  Befehl ‘MATH - 9: fnlnt‘ im Y-
Editor eingegeben und gezeichnet. Uber
2nd — TRACE (CALC) — 4: maximum‘ lasst sich
anschlieBend das Maximum von N(x) bestimmen,
es liegt etwa bei x ~ 11, 9. Hazimum

Nach etwa 12 Wochen hat Supermarkt A den n=11.B763  Y=121.3zF1:4

groéBten Vorsprung.

Anmerkung: Der Zusammenhang zwischen beiden Ldsungsvarianten ergibt sich
mithilfe der Integralrechnung. Die Integralfunktion N(x) besitzt nadmlich ihr Maximum
an der Stelle, an der N’(x) = 0 gilt.

X 4
Wegen N’(x) = J. (f(O)—g(®)) dt | =f(x)—g(x) ergibt sich also die Bedin-

0
gung f(x) — g(x) = 0 bzw. f(x) = g(x). Damit ware man wieder bei der ersten Lo-
sungsvariante angelangt.

Beschreibung einer Abschatzung des Verkaufsgleichstands

Der Flacheninhalt unterhalb einer der y

beiden Kurven gibt jeweils an, wieviele 200 X=X 2 =)2/ T €
Tuben bis zur jeweiligen Obergrenze x :/ — K
hin verkauft wurden. L50 =

Die Schnittfliche A; zwischen K und C / A2

reicht bis zur Schnittstelle x; der bei- L00

den Kurven. Die Funktion f nimmt hier [,.

grolBere Werte als die Funktion g an. Die 50 |
Flache A; gibt somit an, wie viele Tuben
Supermarkt A bis zum Zeit-

\\

10 20 30 40 50 X
punkt x; mehr verkauft hat als Supermarkt B.

Ab dem Zeitpunkt x, verkauft Supermarkt B mehr Tuben pro Woche als Supermarkt
A. Die Schnittflache Ay von x1 bis zu einer gewissen Obergrenze x; zeigt nun, wie-
viele Tuben Supermarkt B mehr verkauft hat als Supermarkt A.

Wenn diese Flachen gleich groB sind, mussen die Verkaufszahlen bei beiden Super-
markten gleich groB sein. Dazu kann der obere Zeitpunkt x; so abgeschatzt werden,
dass die beiden Flachen in etwa denselben Inhalt besitzen.

Aufgabe |1 1.2
X
Es wird behauptet, dass die Funktion f mit f(x) = ox die n-te Ableitung

—1)"(x—n
LX) fur n > 1 besitzt.
e
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Der Beweis hierfur soll Uber das Beweisverfahren der vollstandigen Induktion gefuhrt
werden.

Induktionsanfang

Es muss zunachst gezeigt werden, dass die Aussage fur n =1 wahr ist. Es gilt dabei fur
die erste Ableitung von f nach der Quotientenregel:

l.-eX—x-eX eX(1—x) 1-—x
(eX)z - (eX)Z T ex

f(x)=

-Dix-1) 1-x
DT )= x . Somit gilt
e

Nach der angegebenen Formel gilt f(I)(x) = .
e

f/(x) = fA(x), der Induktionsanfang ist gesichert.
Induktionsschritt
Es wird angenommen, dass die Behauptung fur irgendein beliebiges kK > 1 gilt:

—1)K(x — k —
(-1) (: )=(_1)k.x k

FR0) =

ex
Dann muss sie automatisch auch fur die Folgezahl k + 1 gelten:
(1) (x—(k=1))

x—k—1
(k+1) (v — _11k+1.
FrHD ) = = = (DR

Dies ist genau dann der Fall, wenn [f((x)]" = fk+1)(x) gilt. Um dies zu beweisen, wird
%) nach der Quotientenregel abgeleitet:

l-eX—(x—k)-eX

[FO00] = (=1)k-

| @ im Zahler ausklammern

(e¥)?
eX(1—(x—K))
= (_1)k : (ex)z | eX kiirzen
l1—-x+k
= (—1)k. — | im Z&hler —1 ausklammern
e
-1)-(x—k—-1
=(—1)k. =1« x ) | —1 vor den Bruch ziehen; (—=1)k - (—1) = (—1)k+1
e
X—k—1
— (_1)k+1
(-1t T
_f(k+1)(x)

Somit gilt die Aussage fur k + 1. Die Behauptung ist damit fur alle n > 1 bewiesen.

Aufgabe | 2

Stellen Sie zunachst lhren GTR auf das BogenmaR (Radian) ein!
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Lésungsblatt (ausfiihrlich)

a) Skizze der Schaubilder von f und g (7VP)
Die Schaubilder der Funktionen f mit vt ‘
f(x) =cosx und g mit 7
1 Ll
g(x) = ——— ergeben sich mithilfe 6
1—cosx / \

des GTR. Achten Sie dabei dringend dar-
auf, dass der GTR auf das Bogenmafl
eingestellt ist.

R S
N (V]
P—

w

S
—

o Ky
-3 2/—1 1 \ 3 X
1
Kr

Berechnung des Flacheninhalts

Um die obere und untere Grenze des Integrals zu bestimmen, werden zuerst die
Nullstellen von f bestimmt. Aus cosx = 0 folgt hieraus x; = —5 sowie xz = 3.

FUr den Flacheninhalt ergibt sich damit: FRIPLCcos (a5, -
x ML MAED
m 2
A=f cosxdx =[sinx]’, [
2
-3

=sing—sin(—g)= 1-(-1)
=2

Alternativ kann das Integral auch einfach Uber ‘ MATH — 9: fnlnt‘ mit dem GTR be-
stimmt werden.

Das Schaubild von f schlieBt mit der x-Achse eine Flache mit dem Inhalt 2 ein.

Bestimmung einer Gleichung der Funktion h

Die Funktion h ist eine quadratische Funktion. Dabei sind ihre Nullstellen bekannt,
es bietet sich hierbei deshalb ein sehr besonderer Ansatz fir eine Gleichung an:

h(x) = a- (x— Nullstelle) - (x — Nullstelle)

Werden nun die Nullstellen x; = —g und x = g eingesetzt, so ergibt sich:
m

I
h(x) =q- (x + E) . (X— E) | 3. binomische Formel

Weiterhin soll h mit der x-Achse eine Flache einschlieBen, deren Inhalt genauso
grof wie die von der Funktion f eingeschlossene Flache ist.

Die von h eingeschlossene Flache wird beschrieben durch das Integral:
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™ w3 o 3 213 273
=qQq- ———+——_ =q- P
24 8 24 8 24 8

2n3 63 4m3 3
=q:-| —— — =qQ:-| —— =—Qq+:—
24 24 24 6

3
T
Dieser Flacheninhalt soll ebenfalls 2 betragen. Es ergibt sich 2 = —a - — und damit
12
a= —F
_ _ _ _ 12 2 12 3
Die Funktion h ist somit gegeben durch h(x) = —— - [ X2 — — | =——=x2 + —.
73 4 3 T
b) Bestimmung der Punkte mit dem kleinsten Abstand zum Hochpunkt (4VP)

Der Abstand zweier Punkte P(x1 | y1) und Q(x2 | y2) ist gegeben durch
d=v/(x1—x2)2 + (y1—y2)%.

Die Koordinaten des Hochpunkts H vom Schaubild von f kédnnen einfach abgelesen
werden, es ist H(0 | 1). Ein Punkt, der auf dem Schaubild von g wiederum liegt, hat
allgemein die Koordinaten P(u | g(u)). Vom Hochpunkt hat er den Abstand

d(u) = v/(u—0)2 + (g(u) — 1)2

1 2
B
1—cosu

Diese Funktion muss nun auf Minima im Bereich —m < u < m untersucht werden.

Dazu wird die Funktion d gezeichnet und mit
|2nd — TRACE (CALC) — 3: minimum| ihre Minima
berechnet. Es ergeben sich zwei Minima, namlich
an den Stellen u; ~—1,21 und u ~ 1, 21.
Weiterhin ist g(u1) = g(uz) =~ 1,54. Die bei-
den Punkte mit minimalem Abstand sind also Hinirum
P1(—1,21]1,54) und P»(1,21]|1,54). n=1.z110658 IY=1.327 3338
c) Bestimmung des Rotationsvolumens (7VP)

Die Funktionen f: mit fi(x) = t-cosx, _g <x
Kosinunsfunktion, néamlich x; = —% und xp =

< % haben dieselben Nullstellen wie die
Vs
5.

Fir das Volumen des Rotationskdrpers ergibt sich damit:

I I

V=m- f (ft(x))2 dx = nJ. (t-cosx)? dx
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IS E}

L
2

=nf tz-(cosx)zdx=n-t2-f(cosx)zdx FRINLCoostHamD, 5
-z -z 2 T2 M2
_ 1. 27E7Ie32Y
Das letzte Integral kann mit dem GTR berechnet [ |

werden, es betragt etwa 1,57.
Das Volumen des Rotationskdrpers betragt also V ~
1,57m-t2.

Berechnung von t* fiir einen rechtwinkligen Schnitt

t* soll so berechnet werden, dass die erste Winkelhalbierende das Schaubild von fix
rechtwinklig schneidet. Die erste Winkelhalbierende ist dabei die Gerade y = x

mit der Steigung 1.
Fir diesen rechtwinkligen Schnitt sind zwei Bedingungen notwendig:

1. Die beiden Schaubilder missen sich schneiden

2. Die Steigung im Schnittpunkt muss aufgrund der Orthogonalitat m = —1 betragen

Die Steigung des Schaubildes von ft an einer Stelle x wird durch die Ableitung f/(x) =

t-(—sinx)=—t-sinx beschrieben.

Es ist nun zunachst der t-Wert t* gesucht, fir den die Ableitung ft’* (x)=—1ist:

fla(x)= -1
—t*.sinx= -1 | : (—sinx)
1
t* =
sinx

Nun muss als nachstes die Schnittstelle von f;+ mit der ersten Winkelhalbierenden
berechnet werden. Dazu werden die beiden Funktionsgleichungen gleichgesetzt:

t*.cosx=x | t* = ——
SinXx
cosx sinx
sinx “cosx
SInX sinx
1= x- | =tanx
COSX cosx
1= x-tanx
Um diese Gleichung zu lésen, werden im GTR
die Schaubilder von y = x -tanx und y = 1

uber | 2nd — TRACE (CALC) — 5: intersect| mitein-
ander geschnitten. Es ergeben sich die beiden

AN

s

Schnittstellen x; ~—0, 86 und x, ~ 0, 86.
FUr t* ergeben sich damit folgende Werte:

Interseckion
n=.BE033z50

V=1

t*~~ ———— ~ 1,32 sowie t; ~ ~—1,32.

1 7 sin0, 86 sin(—0, 86)

Da t > 0 gilt, entfallt die zweite Losung.

Fir t* ~ 1,32 schneidet das Schaubild von f;= die erste Winkelhalbierende senk-

recht.
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Aufgabe | 3.1

a) Skizze des Schaubildes von f (6VP)

et

Die Funktion f mit f(t) = gibt mit vt

t > 0 die Anderungsrate (und eben nicht 2.3
den Bestand) eines Fischbestandes an.

Ihr nebenstehendes Schaubild ergibt sich ~ 9-2
mithilfe des GTR.

2.1

1 2 3 4 5 6 %
Untersuchung des Verhaltens von f im Unendlichen

Um das Verhalten von f im Unendlichen bestimmen zu kénnen, muss der Funktions-
term von f zunachst umgeformt werden:

et et 1
ft)y= = =

(L+ef)?2 1+2et+(el)? §+2+ef'

Im letzten Schritt wurde dabei innerhalb des Bruchterms mit et gekurzt.

Im Nenner strebt ﬁ = et fir t — oo gegen Null, ist also unerheblich. Allein der
Summand el ist von Interesse, denn er wachst fiir t — oo ins Unendliche. Der Nenner
wird damit immer groBer wahrend der Zahler fest bleibt. Somit gilt:

lim f(t)= lim ——— =
Am s =Ji, et+2+et
Nachweis, dass f fiir t > 0 monoton fallend ist

Die Funktion f ist genau dann streng monoton fallend, wenn ihre Ableitung f’ flr
t > 0 negativ ist.

Flr die Ableitung f’ gilt dabei nach der Quotienten- und Kettenregel:

el.(1+et)2—et.2(1L+eb)l.et

f(t)= (11 e | (1 + et) im Z&hler ausklammern

(L+ef)-[et-(1+et)—et-2.et]

= (1 N t)4 | mit (1 + et) kiirzen, Zahler zusammenfassen

e

el + (e)? — 2(eh)?

= EYSE | et im Z&hler ausklammern

e

el(l—el) —ef(ef—1)

o (1+eh)3 T (1+et)3

Fir t > 0 sind damit sowohl der Term 1 + et im Nenner positiv, als auch der Ausdruck
el —1 im Zahler. Allerdings bewirkt der negative Faktor —e!, dass der komplette
Zahler negativ ist. Somit ist auch die gesamte Ableitung negativ, es gilt f/(t) < 0 fur
t>0.

Die Funktion f ist demnach monoton abnehmend fir t > 0.
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Klarung der Bedeutung fiir den Fischbestand

Es ist bekannt, dass die Funktion f die Anderungsrate des Fischbestandes be-
schreibt. Die Funktion f selbst besitzt nur positive Funktionswerte, wie es an ihrem
Schaubild erkennbar ist — der Fischbestand nimmt somit stets zu.

Dass die Anderungsrate abnimmt, bedeutet hier bloR, dass der Fischbestand mit
der Zeit immer schwacher wachst, er nimmt jedoch trotzdem immer zu.

Nachweis, dass F eine Stammfunktion von f ist (5VP)

Die Funktion F mit F(t) =

o1 ist genau dann eine Stammfunktion von f,

wenn F’(t) = f(t) gilt. Dies kann durch Ableiten von F mit der Quotientenregel Uber-

pruft werden:

0-(et+1)—(—1)-et et
(1+et)? T (l+e

F/(t) = 5z =IO

Somit ist F tatsachlich eine Stammfunktion von f.

Bestimmung des Fischbestandes nach 2 Jahren

Man wlrde meinen, dass die Funktion F als Stammfunktion von f den Bestand der
Fische beschreibt. Dem ist allerdings nicht so, denn bekanntlich sind alle Funktionen
G mit G(t) = F(t) + ¢ Stammfunktionen und mussten alle den Bestand beschreiben.

Tatsachlich beschreibt nur die Stammfunktion G den Bestand, die die Anfangsbedin-
gung erfullt — dass namlich zu Untersuchungsbeginn der Fischbestand 4 Millionen
Fische umfasst. Es muss also G(0) = 4 sein:

G(0)=F(0)+c= +c=14 |ef=1
ed+1
1
——+c=4
2
c=4,5

Der Fischbestand wird also durch die Gleichung G(t) = F(t)+ 4,5 = ——
beschrieben.
Nach 2 Jahren ergibt sich demnach ein Bestand von

G(2) = + 4,5 =~ 4, 38 Millionen Fischen.

e2+1
Berechnung des langfristig zu erwartenden Bestands

Es muss nun untersucht werden, gegen welchen Wert der Bestand G(t) nach sehr
langer Zeit t strebt — wir bilden den Grenzwert von G fir t — oo:

IimG(t)=Iim[ +4,5}=0+4,5=4,5.

Der Nenner des Bruches wachst flur t — co Uber alle Grenzen, daher strebt der Bruch
gegen den Wert Null.

Langfristig ist ein Bestand von 4,5 Millionen Fischen im See zu erwarten.

Aufgabe | 3.2
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Angabe einer Differenzialgleichung fiir das beschriebene Wachstum (7VP)

Die Funktion, die den Fischbestand in Abhangigkeit von der Zeit beschreibt, sei g.

Die Anderungsrate des Fischbestandes wird dann durch die Ableitung g’ von g be-
schrieben. Sie soll proportional zur noch Platz findenden Menge an Fischen sein.

Zur Zeit t befinden sich g(t) Fische im Teich. Da maximal 7000 Fische in ihm Platz finden
kénnen, ware zu diesem Zeitpunkt also noch Platz far 7000 — g(t) Fische.

Somit ist g’(t) proportional zu 7000 — g(t). Proportional bedeutet, dass sie Vielfache
voneinander sind, somit gilt:
g’(t)=k-(7000—g(t)) mitt=>0.

Dies entspricht der Differenzialgleichung des beschrankten Wachstums.

Bestimmung der Funktionsgleichung von g

Die Funktion g mit der Schranke S = 7000 beschreibt aufgrund ihrer Differenzialglei-
chung beschranktes Wachstum. lhre allgemeine Funktionsgleichung lautet daher:

g(t)=7000—a-e~kt mitt> 0.t wird in Monaten angegeben.
Die Parameter a und kK mussen nun mit den Bedingungen aus dem Text berechnet wer-
den.
Es ist bekannt, dass sich Anfangs, also nach t = 0 Zeitschritten 4000 Fische im Teich
befinden. Es ist daher g(0) = 4000:
g(0)=7000—a-e X0=4000 |ek0=e=1

7000—a=4000

a=3000

Somit ist a = 3000 und damit g(t) = 7000 — 3000 - ek,

Weiterhin sollen im Teich nach einem Monat 4400 Fische vorhanden sein, somitist g(1) =
4400:
9(1)=7000—3000-e~%1 =4400
3000e~k =2600
2600 13

—k _ _ -
3000 15
13
—k=In—~—-0,1431
15
k~0,1431
Die Funktion g hat somit die Funktionsgleichung g(t) = 7000—3000-e~0-1431t mjt t > 0.

Bestimmung des Zeitpunkts fiir 5000 Fische
Es ist nun derjenige Zeitpunkt t gesucht, zu dem g(t) = 5000 gilt.
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Dazu wird mit dem GTR das Schaubild von g [ _,__———______
mit der Geraden y = 5000 Uber den Befehl [ 5

2nd — TRACE (CALC) — 5: intersect| geschnitten. L~
Es ergibt sich die Schnittstelle t ~ 2, 83.
Nach etwa 2, 8 Monaten umfasst der Fischbestand

5000 Fische. Intersection |
Diese Gleichung lasst sich jedoch auch von Hand nEZ BFEHEET TV R0
ziemlich schnell 16sen.

Handschriftliche Losung

g(t) = 7000 — 3000 - e~01431t = 5000

3000e~0.1431t = 2000

e—0,1431t _ %

—0,1431t=1In3
2

5

t=— 3 ~2,83
—0,1431

Nach etwa 2, 8 Monaten umfasst der Fischbestand 5000 Fische.

Berechnung des anfanglichen Fischbestandes
Das neue Wachstum wird durch eine Funktion h mit h(t) = 7000 — a - e~9-1431t peschrie-
ben.

Dabei bleiben die Schranke S = 7.000 und die Wachstumskonstante k = —0, 1431 kon-
stant (also wie bei der Funktion g), da die Wachstumsbedingungen gleich bleiben sollen.
Der Parameter a andert sich allerdings, da er vom Anfangsbestand abhangt und der nun
neu gegeben ist.

Es sollen nun nach 5 Monaten 5.000 Fische vorhanden sein, also ist h(5) =5.000:

h(5)=7000—q-e~014315 = 5000
a-e~ 97155 =2000

2000

a= 7e_017155 ~ 4090

Das Wachstum wird also nun durch h(t) = 7.000 — 4.090 - e~0-1431t heschrieben.

Anfangs befanden sich nach diesem Gesetz dann h(0) = 7.000—4.090-e% ~ 2910 Fische
im Teich.

Es missen sich demnach am Anfang etwa 2.910 Fische im Teich befinden, damit nach 5
Monaten dort 5.000 Fische vorhanden sind.
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Wahlteil Il

Aufgabe 11 1

a) Darstellung der Pyramide in einem Koordinatensystem (7VP)
Werden die Eckpunkte A(0 | 0] 0), B(8 | S b s
010), C(8|18]0) DO]8]0)und
S(4 |4 8)in ein entsprechendes Koor- 4t
dinatensystem eingetragen und mit Li- Gl N\ 2 F
nien verbunden, ergibt sich das neben- .//
stehende Schaubild der Pyramide.
S /A 2
[ /2
[/ 4
‘6

[sy)

4,

Berechnung der Koordinaten der Schnittpunkte F und G

F ist der Schnittpunkt der Scharebene E;: 2x1 + 3x3 = 16 mit der Kante DS. Diese
Kante liegt in einer Geraden g; durch D und S, fur die gilt:

0 4
g1:>'<'=ﬁ))+s-D_S)= 8|+s —4|; seR.
0 8
Der Punkt F entspricht nun genau dem Schnittpunkt dieser Geraden mit E;. Um

diesen zu berechnen, werden die Koordinaten von g3 in die Ebenengleichung einge-
setzt:

gi1NEy: 2(0+4s)+3(0+8s)=16

85+ 24s5=16

32s = 16
1

s= —
2

F liegt somit fir s = % auf der Geraden g1. Fur ihn ergibt sich damit:
0 1 4 2
OF=| 8l+-| —4[=| 6| = F2l6l4)
0 8

Der Punkt G hingegen ist der Schnittpunkt von E; mit der Kante AS. Sie liegt in der
Geraden g, durch Aund S:

0 4
g2:i=a+t-,4_§= 0O+t 4
0 8

Einsetzen der Koordinaten in die Ebenengleichung ergibt wiederum:
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g2NEz: 2(0+4t)+3(0+8t)=16

8t+24t=16
32t= 16
1
t= —
2
Fir G ergibt sich damit:
0 1 4 2
0G=| o = al=| 2| = c2l214)
0 8 4

Es ergibt sich insgesamt F(2 | 6 | 4) und G(2 | 2 | 4). Das Viereck BCGF ist oben mit
gestrichelten Linien eingezeichnet.

Nachweis des gleichschenkligen Trapezes

Das Viereck BCGF ist genau dann ein Trapez, wenn
es mindestens zwei parallele Seiten besitzt. Es
ist zudem noch gleichschenklig, wenn die beiden
nichtparallelen Seiten gleich lang sind.
Anhand der Skizze lasst sich vermuten, dass die
Seiten BC und GF die beiden zueinander paralle-
len Seiten sind. Dies ist genau dann der Fall, wenn die entsprechenden Vektoren BC
und GF Vielfache voneinander sind.

0 0
Es gilt GF = 4 | und BC = 8|=2 .GF. Die beiden Vektoren sind tatsachlich

0 0
Vielfache voneinander und die Seiten BC und GF damit parallel.

B C

Somit mussten die Seiten BG und CF nun noch gleich lang sein, damit das Viereck
auch ein gleichschenkliges Trapez ist:

—6
BG = |BG| = 2 || = v/(=6)2+ 22+ 42 = V58,
4
—6
CF = [CF| = 2 ||=v(=6)2+ (=2)2 + 42 = /6.
4

Somit sind auch diese beiden Seiten gleich lang. Insgesamt handelt es sich beim
Viereck BCGF damit tatsachlich um ein gleichschenkliges Trapez.

Berechnung der Innenwinkel des Trapezes

Wegen der Symmetrie des Trapezes und der Winkelsumme von 360° in einem Viereck
muss letztlich nur einer der vier Winkel berechnet werden.
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Der Winkel o wird von den Vektoren B_()I und B_G) ¢ F
eingeschlossen. Fur ihn gilt damit: ” ‘

0 —6
8 2
—_— — a B
BC -BG 0 4 B
COSa = ————;
|BC| - |BG]| 8-4/56
10 2 0,2673

B 8-456 56

= a=~x~74,5

Beachten Sie, dass die Formel fur Winkel zwischen Vektoren ohne Betragsstriche
im Zahler verwendet werden muss, da es sich hier nicht um einen Schnittwinkel,
sondern einen ganz ,normalen” eingeschlossenen Winkel handelt.

Wegen der Symmetrie des Trapezes folgt hieraus sofort 8 = a ~ 74, 5°. Aufgrund der
Summe von 360° in einem Viereck gilt weiterhin y =6 =180°— a ~ 105, 5°.
b) Bestimmung des Wertes r*
Gesucht ist nun ein Wert r*, sodass die Spitze S(4 | 4 | 8) der Pyramide von der
entsprechenden Scharebene E;«: r*x1 + 3x, = 8r* den Abstand 4 besitzt.
Diese Ebene besitzt die Hesse’'sche Normalenform
r*xi+3x3—8r* r*x;+3x3—8r*
Er+ /HNF: = =
Vr*2 432 r*2+9
Der Abstand von S zu dieser Ebene ergibt sich durch Einsetzen seiner Koordinaten in
die HNF. Er soll 4 betragen:
[r*-4+3-8—8r*| |24—4r*|

r¥249 r*24+9

d(s, Er*) =
|24 —4r*|=4-vVr*2+49
Diese Betragsgleichung wird geldst, indem sie quadriert wird:

(24—4r*)2=16-(r*2+9)
576 —192r* + 16r*2 =16r*2 + 144

432 = 192r*
432 9

r* = —— =-=2,25
192 4

Somit hat der Punkt S von der Ebene E; 75: 2, 25x1 + 3x3 = 18 den Abstand 4.

Berechnung der Koordinaten des Punktes mit geringstem Abstand zu S
Der Punkt P auf der Ebene E; >5 mit dem geringsten Abstand zu S(4 | 4 | 8) entspricht
dem Schnittpunkt der Lotgeraden zu E; »s, die durch den Punkt S verlauft, mit eben
der Ebene Ej 5.

Da die Lotgerade senkrecht zur Ebene E; >5 verlauft, entspricht der Normalenvek-
tor von E; »5 ihrem Richtungsvektor. Eine Parametergleichung von ihr ist somit:
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4 2,25
- -2 -
L:X=0S+u-fz25 = 4 1 +u 0]; uUeR.
8 3

Durch Einsetzen ihrer Koordinaten in die Ebenengleichung E3 »5: 2, 25x71 + 3x3 =18
ergibt sich der u-Wert fir den gesuchten Punkt P:

INEyzs: 2,25(4+ 2,25u)+3(8+ 3u)=18
9+5,0625u+24+9u=18
14,0625u = —15
—15 16
u= - =
14,0625 15

Somit liegt P fir u = —i—g auf der Lotgeraden. Fir ihn ergibt sich damit:

8
4 2,25 8

— 1 8 24
op=| al-2 0= 4| = P(—|dle|4|dle|—)
15 a 5 5
8 3

(o)}

5

8 24
Der gesuchte Punkt ist P(E | dle|4 | dle| ?)

c) Nachweis, dass die Gerade durch B und C in allen Scharebenen liegt (5VP)

Hier genlgt es einfach zu zeigen, dass die beiden Punkte B und C in allen Ebenen E,
liegen, denn dann muss auch automatisch die Gerade durch beide Punkte in allen E,
liegen.

Um zu Uberprifen, ob B(8 | 0| 0) in allen Scharebenen liegt, werden seine Koordina-
ten in die allgemeine Gleichung E,: rx; + 3x3 = 8r eingesetzt:

BinE,: r-8+3-0=8r
8r=8r

Dies ist naturlich fur alle Zahlen r € R erflllt. Somit liegt B in allen Scharebenen.
Mit dem Punkt C(8 | 8 | 0) ergibt sich genauso:

CinE;: r-8+3-0=8r
8r=38r

Somit liegen beide Punkte in allen Scharebenen und somit auch die Gerade durch
diese beiden Punkte.

Bestimmung der moglichen Schnittfiguren mit der Pyramide

Die Ebene E, dreht sich um die Gerade durch B und C wenn r alle Werte durchlauft.
Enthalt die Ebene den Punkt A(0 | 0 | 0), enthalt sie die gesamte (quadratische)
Grundflache der Pyramide und schneidet diese in einem Quadrat. Die Ebene ent-
spricht dann der x1x32-Ebene; es muss r = 0 sein (denn dann ergibt sich 3x3 = 0 bzw.
x3 = 0 als Ebenengleichung, dies entspricht der Gleichung der x1x,-Ebene!).

Wenn die Ebene die Pyramidenspitze S(4 | 4 | 8) enthdlt, ergibt sich das gleich-
schenklige BCS als Schnittfigur. Wird S in die Ebenengleichung eingesetzt, ergibt
sichr-4+3.-8=28r, also 24 =4r und damitr=6.
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Somit schneidet E, fir r = 6 die Pyramide in einem gleichschenkligen Dreieck.

Nimmt r Werte zwischen diesen beiden ,Randwerten” 0 und 6 an, schneidet die
Ebene E, die Pyramide in einem gleichschenkligen Trapez (wie z.B. die Ebene E; in
Teilaufgabe a).

Fir alle anderen Werte, also entweder r < 0 oder r > 6 schneidet die Ebene E, die
Pyramide lediglich in der Seitenkante BC, denn diese enthalten sowieso alle Schare-
benen.

Zusammengefasst ergibt sich:
— FUr r =0 schneidet E, die Pyramide in einem Quadrat,
— FUr r =6 schneidet E, die Pyramide in einem gleichschenkligen Dreieck,
— FUr 0 < r < 6 schneidet E, die Pyramide in einem gleichschenkligen Trapez,

— FUrr <0 oder r > 6 schneidet E, die Pyramide nur in der Seitenkante BC.

Aufgabe 1l 2.1

a) Bestimmung einer Gleichung der Ebene E (4VP)
Die Ebene E soll zum einen parallel zur Geraden g sein. Das bedeutet, dass einer
ihrer Spannvektoren dem Richtungsvektor der Geraden entsprechen muss. Zum an-
deren sollen sowohl A(2 | 1| 3) als auch B(2 | 5| 3) auf der Ebene liegen, daher kann
der VerbindungsvektorA_é als weiterer Spannvektor verwendet werden.

Wird der Punkt A noch als Statzpunkt verwendet, so ergibt sich fir E die Parameter-

gleichung
2 1 0
E:X=OA+s-Ug+t-AB=| 1|+s| o|+t| 4]; s tenr
3 0 0

(Beachten Sie, dass die Parametergleichung von E hier ausreicht, da keine Koordi-
natengleichung gefordert wurde. Die Koordinatengleichung von E ware x3 = 3.)

Beschreibung der Ebenenlage

Die Lage der Ebene lasst sich an ihren Spannvektoren erkennen. Der erste Spann-
vektor spannt E in Richtung der x1-Achse auf, der zweite Spannvektor spannt sie in
Richtung der x3-Achse auf. Die Ebene E ist daher parallel zur x1x;-Ebene.

Berechnung des Abstands von E und g

Da E parallel zur x1x2-Ebene ist, muss das auch g sein. Der Abstand ergibt sich damit
aus der Differenz der x3-Koordinaten der Punkte auf g bzw. E.

An den beiden Vektorgleichungen lasst sich jeweils aus der 3. Zeile ablesen: Alle
Punkte auf g besitzen die x3-Koordinate 5, alle Punkte auf E die x3-Koordinate 3.

Der Abstand zwischen g und E betragt somit d(g; E) =5—3 = 2.
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b) Bestimmung der Koordinaten von T (5VP)
Der Punkt T soll auf der Geraden g liegen. Er T
hat daher allgemein die Koordinaten T(5 + r | . ]

3| 5) fur einen bestimmten r-Wert. Er bildet
dann mit den Punkten A und B ein rechtwink-
liges Dreieck mit dem rechten Winkel bei T.
Das bedeutet, dass die Vektoren AT und BT
zueinander orthogonal sein missen:

3+r 3+r
—_— —
AT -BT = 2 |- —21=0

B+nN-B+r+2-(-2)+2-2=0
B+rnN?2—4+4= 0
Es ergibt sich daraus (3 + r)2 = 0. Diese Gleichung ist dann erfillt, wenn der Klam-
merinhalt 3+ r =0 ist, also fur r =—-3.

Der Punkt T liegt somit fir r = —3 auf g und hat damit die Koordinaten T(2 | 3| 5).

Berechnung des Flacheninhalts des Dreiecks
Da das Dreieck rechtwinklig ist, gilt fir seinen Flacheninhalt:

1 1 — —
A= -AT-BT = |AT| |BT|

I
I
N
|
N

V02 +22+22.,/02 +(=2)2 + 22

= -/8-4/8=4

NI N| -

Das Dreieck hat einen Flacheninhalt von 4 FE.

Bestimmung des Punktes mit gleichem Abstand von A, Bund T

Jedes Dreieck besitzt einen Umkreis, auf T

dem alle Eckpunkte liegen. Dessen Mittel-

punkt hat dabei von allen drei Eckpunkten

denselben Abstand.

Da es sich hier um ein rechtwinkliges Drei-

eck handelt, entspricht dieser Umkreis dem

Thaleskreis Uber der Strecke AB. Sein Mit- A Y B

telpunkt ist ebenfalls der Mittelpunkt der Strecke AB.

Dieser Punkt zwischen A(2 | 1| 3) und B(2 | 5| 3) hat die Koordinaten

3+3
2

2+2 1+5
M( > | dle| > | dle| )=M(2|3|3).
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c) Berechnung des Doppelkegelvolumens (3VP)
Wie an den Koordinaten erkennbar, entspricht c=T

der neue Punkt C(2 | 3| 5) genau dem Eck-

punkt T des Dreiecks, der in Teilaufgabe b be-

rechnet wurde.

Laut Teilaufgabe B gilt weiterhin

AT = BT = +/8, das bedeutet dass das Drei-

eck ABT gleichschenklig ist. Das bedeutet, A B
dass der Mittelpunkt M der Grundseite auch

der LotfuBpunkt des Lotes ist, dass von C auf

die Seite AB gefallt wird.

Bei jedem der beiden Einzelkegel gilt damit fuir den Grundkreisradius:

0
r=|MT| = 0ll=v0Z+02+22=2.
2

Die Hohe entspricht jeweils der Lange der Strecke MB:

0
h=|MB| = 2 ||=v/02+22+02=2.

Der Doppelkegel besitzt das doppelte Volumen wie einer der Einzelkegel (Volumen:
V= %rznh). Somit ergibt sich letztlich fur das gesuchte Volumen:
1 2 16
V=2-—r’mh=-.22.1-2="—m.
3 3 3
Der Doppelkegel hat ein Volumen von 1?6 VE.

Aufgabe 1l 2.2

Beweis der Beziehung MM, = M3M, (4VP)
In der nebenstehend gezeichne-
ten Pyramide sind M; und M, die
Mittelpunkte der Strecken PQ bzw.
PR und M3 und My die Mittelpunk-
te der Strecken QS bzw. RS.

Zu beweisen ist die Behaup-
tung, dass zwischen diesen vier
Mittelpunkten die Beziehung
M1M3 = M3My gilt.

— —

Als Grundlage fiir diesen Beweis werden in der Pyramide die Vektoren PQ = &, PR = b
und PS = C verwendet.

=

—_— -

1
Aus der Figur ist erkennbar, dass zum einen M1 M, = —Ea + Eb gilt.

. —_— . . . .
Der zweite Vektor M3M4 ergibt sich hingegen wie folgt:
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1

M3M 155’ RS
34—2 5

1( d+ C) 1( b+70)
= —(—d+38)—=(-b+¢
2 2
1. 1. 1. 1._
= ——d+-C+—-b—=C
2 2 2 2

|

L 15 MM
= —a+ —D =
5 5 1M2

Damit gilt tatsachlich MM, = M3M,4, die Behauptung ist bewiesen.
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