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Pflichtteil
Aufgabe 1 (2VP)

» Bildung der ersten Ableitung von f

Die Funktion f wird nach der Quotientenregel abgeleitet und vereinfacht. Der Zahler
sin(2x) wird dabei wiederum nach der Kettenregel differenziert, hier ist (sin(2x))’ =
cos(2x) -2 = 2cos(2x):

2-cos(2x)-x—sin(2x)-1 B 2x-cos(2x)—sin(2x)

f(x)=

x2 x2

Aufgabe 2 (2VP)

» Berechnung des Integrals

Die Integrandenfunktion (2x — 1)* wird mithilfe der ,umgekehrten Kettenregel“ (lineare
Substitution) integriert. Die duRere Funktion ergibt integriert %(2x—1)5, dazu muss noch
durch die innere Ableitung 2 dividiert werden. Dies ergibt die Stammfunktion

1 (2x—1)° 1
Lo 1
5 2 10

FGr das Integral gilt dann:
1

1
C1ytdx=]| = _5}_i._5_i._5
J(Zx 1) dx—[lo(Zx 7| = 5@ 117 52 0-D)
0

Aufgabe 3 (3VP)

» Losung der angegebenen Exponentialgleichung

Um die Exponentialgleichung zu I6sen, bringen wir alle angegeben Terme auf eine Seite
und dividieren durch 4:

3
4e2X 4 peX =4 & 4e2X4+6eX—4=0 e2X+§e"—l=0.

Die Gleichung wird nun durch die Substitution eX = u gel6st. Dies ergibt wiederum eine
quadratische Gleichung, die mithilfe der p-g-Formel geldst wird:

3 3 9 3 9 16 3 25 3 5
u4+-u-1=0 & uyp=—=z\——(l)=—zt\|—+ —=—2\—=—"=x_.
2 4 16 4 16 16 4 16 4 4

1

Dies ergibt die beiden Ldosungen u; = 5 und uz = —2. Mit der Ricksubstitution u = e*
folgt:

1 1
uy=—=e* & x=In=-=In2"1==In2;

2 2

up, =—2=eX,

Aus dem zweiten Ansatz ergibt sich keine weitere L6sung, da die e-Funktion stets positiv
ist.

@ Karlsruhe 2014 | SchullV | Christoph Rheinschmidt Seite 1/24 www.MathelV.net

Vervielfaltigung nur innerhalb einer Lehrer-/Klassen- oder Schullizenz und mit Hinweis auf MatheLV erlaubt.


http://www.SchulLV.net
http://www.MatheLV.net
http://www.SchulLV.net
http://www.MatheLV.net

N4

Baden-Wiirttemberg | Abitur (GTR) k" Mathe LV

Prifungswissen | Original-Priifungen

Die Gleichung hat also x =—1In 2 als einzige Losung, die Losungsmenge ist L = {—In2}.
Aufgabe 4 (4VP)

» Teil a: Beschreibung, wie das Schaubild von g aus dem von f hervorgeht
Das Schaubild von g kann in drei Schritten aus dem von f gewonnen werden:

e Spiegelung an der y-Achse (Ubergang eX — e™X);
e Spiegelung an der x-Achse (Ubergang e — —e™X);

e Parallelverschiebung um (+2) Einheiten entlang der y-Achse (Ubergang —e™* —
—e X+ 2).

» Teil b: Nachweis, dass sich die Schaubilder in P(0|1) beriihren
Damit sich die beiden Schaubilder im Punkt P(0|1), also an der Stelle x = 0 beruhren,
missen zwei Bedingungen erflllt sein:

(I f(0)=g(0)

(I f(0)=g’(0)
Die erste Bedingung ist gut nachzuweisen: Es gilt f(0) = e® =1 und g(0) = —e% 4+ 2 =
—1+ 2 =1. Die Bedingung () ist also erfullt.
Flr die zweite Bedingung bilden wir zunachst die ersten Ableitungen von f und g:
frx)=¢eX;
gdx)=—eX-(-1)=e"X.

Damit ist dann f/(0) = e® =1 und g’(0) = €% = 1, also ist auch Bedingung (Il) erfiillt. Die
Schaubilder berthren sich tatsachlich im Punkt P(0|1).
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Aufgabe 5 (5VP)
Zu begrinden ist, dass alle vier Aussagen auf jeden Fall wahr sind.

(1) Im Bereich —3 < x < 1 verlauft das Schaubild von f oberhalb der x-Achse, es ist
also f(x) > 0. Wegen F’(x) = f(x) (denn F ist ja Stammfunktion) gilt also F/(x) > 0
im angegebenen Bereich. F ist daher hier (streng) monoton wachsend.

N

Im Bereich —3,5 < x < 3,5 hat das Schaubild von f zwei Extremstellen (bei x =
+2,5) sowie einen Sattelpunkt (bei x = 0). Die Tangenten an das Schaubild von f
in diesen Punkten sind allesamt waagrechte Tangenten mit der Steigung 0. Diese
Steigung entspricht gerade dem Wert der ersten Ableitung f’ an diesen Stellen. f’
hat also im genannten Bereich drei Nullstellen.

w

Da das Integral Uber f’ gesucht ist, kann das Integral mit der Funktion f als Stamm-
funktion berechnet werden. Bendétigte Funktionswerte kdnnen aus der Abbildung
abgelesen werden:

3
J.f'(x)dx =[f0)1; =f(3)—f(0)=0—-1=—1.
0

Auch diese Aussage ist daher wahr.

(4) In der Umgebung —2,5 < x < 2,5 vom Ursprung O ist f monoton fallend, wie wir in
der Abbildung sehen kénnen. Es gilt daher f/(x) < 0. Einzig an der Stelle x = 0 hat
f’ dabei eine Nullstelle, ansonsten gilt f/(x) < 0. Das Schaubild von f’ verlauft also
unterhalb der x-Achse und berihrt diese nur an der Stelle x = 0, da hier f/(0) =0
gilt. O(0]0) liegt daher auf dem Schaubild von f’ und ist Hochpunkt.

Aufgabe 6 (4VP)

» Losung des linearen Gleichungssystems und geometrische Interpretation
Wir lésen das LGS mit dem GauBschen Eliminationsverfahren. Dazu vertauschen wir
zunachst die Zeilen 1 und 3 miteinander und erhalten:

I X1 + x3=-1

Il 5x1 — 3x2 — x3=-11

1] =5x1+ x2—3x3=7

I X1 + x3=-1

lla —2Xp — 4x3 = —4 [ 1+ 111

llla X2 + 2X3 =2 [+ 5-1

| X1 + x3=-1

lla —2Xy — 4x3 = —4

b 0=0 [lla+2-1lla

Wegen der Nullzeile hat das LGS unendlich viele Lésungen. Wir wahlen x3 als Parameter
und setzen x3 =t. Aus (lla) folgt dann:

—2X2—4t=—4 & Xx+2t=2 & xp=2-2t.

FUr x1 erhalten wir entsprechend aus (l):
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X1+t=—-1 & x31=-—1-—t.

Losungsmenge ist also die Menge der Tripel (—1—¢; 2—2t; t) mit t € R.

Die drei Gleichungen des LGS kénnen als Gleichungen von je einer Ebene gesehen wer-
den. Das Losen des LGS entspricht dann der Suche nach mdglichen Schnittmengen die-
ser Ebenen. Da es unendlich viele L6sungen (Punkte) gibt, missen sich diese Ebenen
allesamt in einer gemeinsamen Schnittgeraden schneiden.

Die Gleichung dieser Schnittgeraden ergibt sich, indem wir die Lésungstripel als Vektor

schreiben:
X1 —1-—-t —1 —1
S| xy|=2=2t| bzw. X=| 2 |+t| =2 | mitteR.
X3 t 0 1
Aufgabe 7 (3VP)

» Teil a: Nachweis der Parallelitat von E und g

g und E liegen parallel zueinander, falls g und E keine gemeinsamen Punkte besitzen.
Um dies zu Uberprifen, multiplizieren wir die Ebenengleichung von E aus und setzen
anschlieBend g in diese Gleichung ein, um zu versuchen, einen Schnittpunkt zu berech-

nen:
-1 8 8 -1 8

E: |x—]| 4 1 |=x-|1|-]| 4 1 |=0
-3 —4 —4 -3/ \-4

8x1+Xx2—4x3—8=0.
Einsetzen von g in E ergibt: gnE: 8(7+8)+(5—-4t)—4(—7+t)—8=0
56+ 8t+5—4t+28—-4t—8=0
81=0.

Diese Aussage ist falsch, die Gleichung hat also keine Lésung. g und E haben keine
Schnittpunkte und verlaufen daher parallel zueinander.

» Teil b: Bestimmung des Abstands von E und g

Der Abstand von g und E entspricht dem Abstand eines beliebigen Punktes von g —

zum Beispiel des Aufpunktes P(7|5|— 7) von g — zur Ebene E. Um diesen Abstand zu

bestimmen, stellen wir zunachst die Hesse’sche Normalenform von E auf und erhalten:

. 8X1+X2—4x3—8 8x1+Xx2—4x3—8

/82124 (=42 9

Der Abstand ergibt sich nun durch Einsetzen der Koordinaten von P in die HNF:
8-7+5—4-(—7)—8 56+5+28—-8

9 =' 9
Der Abstand von g und E betragt 9 LE.

EnnF

d(g, E)=d(P, E) =

81
='— =9 LE.
9
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Aufgabe 8

» Beschreibung eines Verfahrens zur Bestimmung des Punktes mit kleinstem

Abstand

Der gesuchte Punkt B auf g entspricht dem
LotfuBpunkt von A auf der Geraden g. Um
ihn zu bestimmen, werden die folgenden zwei
Schritte durchgefthrt:

Es wird eine Hilfsebene H aufgestellt, die
senkrecht zu g verlauft und den Punkt A ent-
halt. Der Richtungsvektor von g ist dabei ein
Normalenvektor von H.

AnschlieBend wird g mit dieser Ebenen ge-
schnitten. Dies ergibt den Parameter flr den
Ortsvektor des gesuchten Punktes B. Einset-
zen dieses Parameters ergibt die Koordinaten
von B.

Seite 5/24
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Aufgabe 1l 1
X)=———; a#0
a) » Bestimmung der maximalen Definitionsmenge von f> (7VP)

4

Die Funktion f, ist durch f2(x) = VER gegeben. Aus dem Bereich der reellen
X

Zahlen mussen

bei dieser gebrochenrationalen Funktion alle Werte x ausgeschlossen werden, an
denen der Nenner x3 + 8 den Wert Null annimmt. Dies ist an folgenden Stellen der
Fall:

x3+8=0 & x3=—8 & x=—-3[-8]=—V8=-2.
Der maximale Definitionsbereich von f> ist also D, = R\{—2}.

» Angabe der Asymptoten des Schaubildes K>

An der Definitionslicke x = —2 ist der Nenner gleich Null, der Zahler gleich 4. Fur
X — —2 gilt also |f2(x)] = o0, x = —2 ist damit die Gleichung einer senkrechten
Asymptote von K3.

Da wegen Zahlergrad < Nennergrad flr groRe x

XU»Toon(X) - XU»r:POO X3 + 8 -

gilt, ndhert sich Ky aulRerdem fur grofse x der x-Achse an. Die x-Achse mit y = 0 ist
also noch waagrechte Asymptote von K.

Hinweis: Schiefe Asymptoten kdnnen nicht existieren, da der Zahlergrad kleiner als
der Nennergrad ist.

» Bestimmung der Koordinaten der zwei Wendepunkte

Die Wendepunkte von K> kdnnen mithilfe der zweiten Ableitung von f; berechnet
werden. Mithilfe der Quotientenregel ergibt sich:

, 0-(x3+8)—4-3x2 —12x2
F00= 34 8)2 = (x3+8)2
(x> + 8) (x> + 8)
/) —24x-(x3+8)2—(—12x2)-2-(x3+8)1.3x2
X)=

(3 +8)[—24x(x3 + 8) + 24x? - 3x%2] —24x*—192x + 72x*  48x*—192x
N 0 + 8) N 0 + 8)3 T T (3+8)3
Die Wendestellen ergeben sich nun aus der notwendigen Bedingung f'(x) = 0. Ein
Bruchterm nimmt dabei genau dann den Wert Null an, wenn sein Zahler gleich Null
ist:

48x%—192x ,

é’(x) = W =0 & 48x*—192x=0 | x ausklammern
x(48x3—192)=0 = x1=0
48x3—-192=0 | +192
48x3 =192 |: 48

x3=4 = x,= V4,

@ Karlsruhe 2014 | SchullV | Christoph Rheinschmidt Seite 6/24 www.MathelV.net

Vervielfaltigung nur innerhalb einer Lehrer-/Klassen- oder Schullizenz und mit Hinweis auf MatheLV erlaubt.


http://www.SchulLV.net
http://www.MatheLV.net
http://www.SchulLV.net
http://www.MatheLV.net

Baden-Wiirttemberg | Abitur (GTR)
‘1‘ Prifungswissen | Original-Priifungen "‘ Mathe LV

» Abitur 2011 | GESAMTE PRUFUNG Lésungsblatt (ausfiihrlich)

Laut Aufgabentext steht bereits fest, dass K; zwei Wendepunkte besitzt. Die beiden
Nullstellen x; = 0 und x, = ¥4 der zweiten Ableitung sind daher auf jeden Fall
die gesuchten Wendestellen, der schwierige Nachweis mit der dritten Ableitung
entfallt.

Far die y-Werte von f, an den Wendestellen gilt zuletzt:

£(0) 4 4 1 d f(%) 4 4 4
= = —= = = — un = = = = —_ =
yi=J2 02+8 8 2 y2=J2 (J3P+8 4+8 12
1

3

Die Wendepunkte von K3 sind also W (0

E) und Wz(i/z E)
2 3
» Bestimmung des Punktes auf K> mit kleinstem Abstand zu A(1|0)
Da der Punkt P(u|v) auf dem Schaubild
K> liegt, gilt v = f>(u), also P(u|f2(u)).
Gesucht ist nun der u-Wert, far den P
den kleinsten Abstand zum festen Punkt
A(1]0) hat, welcher nicht auf K3 liegt. !
Fir diesen Abstand d gilt nach der all-

gemeinen Formel: | ' | AT

d(w) = Vu—12+ (- 0)? T3 2 -1 1 2 X

o (s
=\|(u—1) +(u3+8)'

Diese = Abstandsfunktion d in  Abhangig-
keit von u wird nun im GRAPH-Menu des -\'\,_.I
GTR gezeichnet. Mithilfe der Befehlsfolge
2nd — TRACE (CALC) — 3: minimum‘ bestim-
men wir dann das Minimum von d, es betragt etwa o
0,44 und liegt an der Stelle u~ 1,07. Himimura b
Gesucht ist jedoch der Punkt P(1,07 |f2(1,07)) auf n=1.0699987 Y=4rBz1621
K>, der diesen minimalen Abstand von A besitzt.
Mit

4 ~
f2(1,07) = 107348~ 0,43
lauten seine vollstandigen Koordinaten naherungsweise P(1,07|0,43).

\

» Nachweis, dass K> keine gemeinsame Punkte mit anderen K, besitzt (5VP)

Wenn K> und Kq gemeinsame Punkte hatten, musste es Stellen x geben, an denen
f2(x) = fa(x) gilt. Gleichsetzen ergibt:

4
f2(x) = fa(x) 18- iia |0 +4a) |03 +8)
4(x3 +4a) =4(x>+8)
4x3+16a=4x3+32  |-43

16a=32.
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Diese Gleichung ware allerdings nur erflllt, wenn a = 2 ware. Da jedoch von ande-
ren Schaubildern Kq als K> die Rede war, muss a # 2 sein. Die Gleichung hat daher
keine L6sung und K, und K4 keine gemeinsamen Punkte.

» Bestimmung des Punktes Q, auf K, mit waagrechter Tangente

Wenn Ky im Punkt Qq(x|fa(x)) eine waagrechte Tangente besitzen soll, muss an
dieser Stelle fé(x) = 0 gelten. Die erste Ableitung von fq ergibt sich dabei mithilfe
der Quotientenregel:

00 = 0-(x3+4a)—4-3x? _ —12x2 .
a (x3 + 4a)? (x3 + 4a)?
Aus der Bedingung f/(x) = 0 folgt nun:
F(x) = e N N U P T,
a (x3 + 4a)? =0

Der Punkt Qg liegt also an der Stelle x = 0 und es gilt Q4(0|f4(0)).

4 4 1
Mit fq(0) = ——— = — = — lauten seine vollstandigen Koordinaten Qg4 (O
03+4a 4a a

» Wo liegen alle Punkte Q4?

)
5)
Da die x-Koordinate aller Punkte Q4 gleich Null ist, liegen die Punkte allesamt auf
der y-Achse. Sie nehmen dabei wegen y = a1 # 0 alle y-Werte bis auf y = 0 ein.

» Berechnung der Diisenmasse (6VP)
Die Duse wird durch einen Rotationskdrper festge- yt
legt, der bei Rotation einer Schnittflache um die 21

Xx-Achse entsteht. Die Schnittflache entspricht der
Flache zwischen K3 und K3 im Bereich von x =0 1 ;

(y-Achse) und x = 2. K3 ist dabei der obere Graph, k
denn der Schnittpunkt Q1(0]1) aus Ky mit der y- ;
Achse (aus Teilaufgabe b bekannt) liegt Uber dem

Schnittpunkt Q2(0]0,5) von K> mit der y-Achse.

Fir das Volumen der DUse gilt dann zunachst:
2

V= ﬂ'J ((F100)? = (200)%) dx.

0

2
(Hinweis: Das ist nicht dasselbe wie V = f(fl(x)—fz(x))zdx!)
0
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Das Integral wird nun mit dem GTR mit dem Befehl f
\MATH — 9: fnInt \ wie nebenstehend berechnet. 30
Es ergibt sich: Die DUse hat ein Volumen von etwa 2 &
2,7 cm3. B
Die gesuchte Masse der DUse ergibt sich nun, in-
dem die angegebene Dichte von 4,5 g/cm?2 mit
diesem Volumen multipliziert wird. Dabei musss
das exakte Volumen aus dem GTR weiterverwen-
det werden:

LR35+
AUATEa0E

Fo32192Y

o= T
LI
T

m=~2,7cm3-4,5 % ~ 12,13 g.
cm
Die DUse hat eine Masse von etwa 12,13 Gramm.

» Berechnung des Mindestradius des Kegelgrundkreises

Da der Kegel, aus dem die Duse, die x-Achse als y
Rotationsachse aufweist und die Hohe h = 3 hat, 27
liegt seine Spitze im Querschnitt im Punkt S(3]0),
sein Grundkreis auf der y-Achse. 1 B
Der Kegel wird minimal, wenn seine dul3ere Be-
grenzungslinie durch die Tangente an den obe- } }
ren Graphen K1 durch die Spitze S(3|0) beschrie- 3 X
ben wird. Der Grundkreisradius entspricht dann
dem y-Achsenabschnitt dieser Tangente.
Zunachst mussen wir also die Tangentenglei-
chung aufstellen. Der Beriuhrpunkt B(xo|f1(x0))
ist unbekannt, daher lautet ihre Gleichung allge-
mein:

t:y =f](x0)(x — x0) + f1(xo).

Die Berlhrstelle ergibt sich aus der Bedingung, dass S(3|0) auf dieser Tangente
liegen soll. Wir kbnnen also x = 3 und y = 0 in die Tangentengleichung einsetzen
und erhalten:

0 = f](x0)(3 — x0) + f1(x0).

2

—12x 4
Wir setzen weiterhin die Ausdricke f{(xo) = 370 und f1(xg) = 3 ein. Es
(x5 +4)? xg+4
folgt:
0 —12x2 . )
=—B—x0)+ .
(X3 + 4)2 X3+ 4

Diese Gleichung kénnen wir beispielsweise gra-
phisch mithilfe des GTR lésen. Dazu geben wir die
rechte Seite der Gleichung als Funktion ein und be-
rechnen die Nullstellen dieser Funktion. Es erge-

ben sich die drei Nullstellen x1 & —0,59, X &~ 0,84 |ttt .1;-;;___..-"___'
und x3 = 2.
Die erste Nullstelle entfallt, da die Diise fir 0 < x < | Behhznands wen
2 beschrieben wird. Auch x3 entfallt, da die Tangen-
te hier im Bereich 0 < x < 2 unterhalb von Kj liegen
wurde.
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Die gesuchte Ldésung ist also x, = 0,84. Um
die zugehdrige Tangentengleichung =zu be-
stimmen, zeichnen wir mit dem GTR das
Schaubild K; und stellen mit dem Befehl
2nd — PRGM (DRAW) — 5: Tangent( die
Tangente an Kj an dieser Stelle auf. Es gilt t:
y~—0,40x+ 1,21.

Daraus folgt letztlich:

Der Radius des Grundkreises betragt mindestens
1,21 cm.

Aufgabe 1 2.1

T
W(f)=50-sin(ﬁ-t)+60; 0<t<?24

=.B4
=-aibeEsyEEreta+1.208.

]
b

Stelle Deinen GTR zunachst auf das BogenmaR (Radian) ein!

a)

» Bestimmung des Zeitraums, in dem die momentane Zuflussrate iiber (4VP)

100 m3/h betragt

Mit dem GTR kbénnen wir die Zeitpunkte be-
stimmen, an denen die Zuflussrate genau 100
m3/h betrégt. Dazu zeichnen wir das Schaubild
von w sowie die Gerade y = 100 und be-
rechnen die Schnittstellen Uber die Befehlsfol-
ge |2nd — TRACE (CALC) — 5: intersect| Die
Schnittstellen lauten hier t; =~ 3,54 und ty ~ 8,46.
Wir erkennen, dass die Zuflussrate zwischen diesen
Zeitpunkten Giber 100 m3/h betragt. Somit gilt:

OV

Interseckion
n=.E4200el V=101

Etwa zwischen 3,5 und 8,5 Stunden nach Beobachtungsbeginn ist die momentane

Zuflussrate groRer als 100 m3/h.

» Bestimmung des Zeitpunkts, an dem die momentane Zuflussrate am

starksten abnimmt

Eine Zu- oder Abnahme der momentanen Zuflussrate (also eine ,Anderungsrate
der Anderungsrate”) wird durch die erste Ableitung von w beschrieben. Fir sie

gilt nach der Kettenregel:

b b 25 i
w/(t) = 50-cos(—-t)-— = —n-cos(— -t).
12 12 6 12

Die starkste Abnahme findet nun zu dem Zeitpunkt statt, an dem w’ ein negatives
Minimum hat. Dass das Minimum negativ sein muss, ist wichtig, da sonst nicht von

einer Abnahme ausgegangen werden kann.

Dazu zeichnen wir den Graphen von w’ im GRAPH-
MenU des GTRs und bestimmen tber die Befehlsfol-
ge|2nd — TRACE (CALC) — 3: minimum|das Mi-
nimum von w’ flir 0 < t < 24. Es liegt an der Stelle
t =12 und ist tatsachlich negativ.

Die momentane Zuflussrate nimmt also 12 Stunden
nach Beobachtungsbeginn am starksten ab.
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b) » Bestimmung der Wassermenge nach 24 Stunden (5VP)

Da die Funktion w die momentane Zuflussrate des Wassers beschreibt, erhalten wir
die aktuelle Wassermenge durch Integration von w, hier von t = 0 bis t = 24 Stun-
den. Hinzu kommt die zu Beobachtungsbeginn bereits vorhandene Wassermenge
von Vo = 5000 m3 Wasser:

24 24
V(24) = J w(t)dt+ Vo = J (50 -sin (% . t) + 60) dt+5000.

0 0
Das Integral auf der rechten Seite wird Gber die fRIntiSAsincimo 12
Befehlsfolge |[MATH — 9: fnInt|mitdem GTR be- |H¥I+EH. ¥, @, 24 7+5@
rechnet. K
Nach 24 Stunden befinden sich exakt 6440 m3 Was- B G

ser im Becken.

» Ermittlung eines integralfreien Terms flr die Wassermenge zum Zeit-
punkt t

Der Ausdruck von oben beschreibt auch zu einem beliebigen Zeitpunkt t die im
Becken enthaltene Wassermenge. Durch t ist nun die obere Grenze des Integrals
festgelegt. Die Funktion w wird Uber die umgekehrte Kettenregel (lineare Substitu-

tion) integriert, sodass wir erhalten:
t

T
V(t)= J. w(t)dt+ 5000 = J (50 -sin (E . t) + 60) dt+ 5000

0

o

t

m t 600 m
=[50 —— cos( ) + 60t +5000=[——-cos(—-t)+60t} + 5000
12 T 12 0

0
600 n 600
=|—— cos )+60t —|———-c0s0+0 ]+ 5000
T 12 T
600 T 600
——-cos(—-t)+60t+—+5000
s 2 [

600 i
= [1—cos(— . t)] + 60t + 5000.
T 12

» Bestimmung des Zeitpunkts, zu dem 6000 m3 Wasser im Becken sind

Der gesuchte Zeitpunkt, zu dem 6000 m3 Wasser im Becken sind, lasst sich mithilfe
des GTR und der eben berechneten Volumenfunktion V. peqtimmen

Dazu zeichnen wir das Schaubild der H:
Funktion V in Abhéngigkeit wvon t und —
schneiden dieses Uber die Befehlsfolge

2nd — TRACE (CALC) — 5: intersect mit
der Geraden y = 6000. Dies ergibt die Schnittstelle | aay
t~10.5 Inkersgckion

=AY NI EZZEQE  Y=ggn

Das Becken war also etwa 10,5 Stunden nach
Beobachtungsbeginn mit 6000 m3 Wasser gefillt.
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Aufgabe | 2.2

fax)=a-sin(ax)+a; xeR

a)

» Bestimmung der Koordinaten des Hochpunkts H, (4VP)
Der Hochpunkt Hq ergibt sich der notwendigen Bedingung fc’l(x) = 0. Fur die ersten
beiden Ableitungen von f4 gilt dabei zunachst:
fé(x) =a-cos(ax)-a=a?-cos(ax);
fI/(x) =a?-(=sin(ax))-a = —a3-sin(ax).
Moégliche Extremstellen ergeben sich nun aus der notwendigen Bedingung fc’l(x) =
0:
flx) = Ia_zl- cos(ax) = 0
#0
cos(ax)=0
m s
ax=02k—-1)-— = x=2k-1)-—; keZ.

2 2a

Im betrachteten Bereich 0 < x < pq innerhalb einer Periode von f, reicht es, nur die

ersten beiden positiven Lésungen (also fur k =1 und k = 2) zu betrachten, da eine

davon auf jeden Fall einer Maximumesstelle und die andere einer Minimumsstelle
T 3n

entspricht. Wir betrachten also x; = a und x, = a und erhalten durch Einsetzen
a a

in die zweite Ableitung:

m m n
fé’(z)=—a3-sin(a-%)=—a3-sin(§)=—a3-1=—a3 <0;

f”(ﬂ) =—a3-sin (a . E) =—a3-sin (E) =—a3-(-1)=a3>0.
4\ 2a 2 2

a

i
Somit liegt an der Stelle x; = g der gesuchte Hochpunkt Hy vor. Mit der y-
a
Koordinate

T _ T m
yH=fa(—)=a-sm(a-—)+a=a-sm(—)+a=a-l+a=2a
2a 2a 2

T
Za).
a

lauten seine vollstandigen Koordinaten Hq (2—

» Ermittlung einer Gleichung der Kurve, auf der alle Hochpunkte liegen
Gesucht ist nun die sogenannte Ortskurve der Hochpunkte Hq, also die Kurve, auf
der alle Hochpunkte liegen. Um ihre Gleichung zu ermitteln, eliminieren wir den
Parameter a aus den Koordinaten von H,. Dazu Uberlegen wir folgendes:

T
Die Hochpunkte Hq haben die x-Koordinate x = >a (*) und die y-Koordinate y = 2a.
Auflésen der x-Koordinate nach a ergibt a = %"

X

i
Setzen wir nun diesen Wert fUr a in die y-Koordinate ein, so ergibt sichy =2- x =
X
T

X
Wegen a > 0 ist allerdings durch die Beziehung (*) auch stets x > 0. Die Ortskurve

o hat also die Gleichung

T
o:y=—; x>0.
X
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b) » Angabe der Koordinaten des Wendepunkts mit kleinstem positiven x- (5VP)
Wert

Bei einer Sinuskurve liegen die Wendepunkte immer genau zwischen einem Hoch-
und einem Tiefpunkt. Nach Teilaufgabe a sind gerade

T 3n
X1=—und xp = —

2a 2a

solche Extremstellen. Die gesuchte Wendestelle xy liegt also genau zwischen die-

sen Stellen:
1 3n 4dn
xy=20F2a _2a _AT_T
2 2 4a a

Da x1 und x> die ersten Extremstellen sind, ist X,y damit auch die erste (kleinste)
x-Stelle, an der ein solcher Wendepunkt liegt. Die y-Koordinate an dieser Stelle

betragt dabei jeweils
T

m
yW=fa(—)=a-sin(a-—)+a=a-sinn+a=a-0+a=a.
a a

T
o).
a

Der Wendepunkt W4 mit kleinstem positiven x-Wert lautet also Wq, (—

» Nachweis, dass der Inhalt der eingeschlossenen Flache von a unabhan-
gig ist

Die Wendetangente t; in W4 schlieldt
mit den Koordinatenachsen ein Dreieck
ein. Um dessen Inhalt zu berechnen,
stellen wir zunachst die Gleichung der
Wendetangente mithilfe der allgemei-
nen Tangentengleichung auf:

I I

=atcos(o- ) (x=g) '
y=as-cos{a-— |- X—a +a |

yl\

[

y=—a?-x+a-m+a.

Anhand der obigen Skizze ist erkennbar, dass die Kathetenlangen des entstehenden
rechtwinkligen Dreiecks zum Einen durch die Nullstelle von t4, zum Anderen durch
deren y-Achsenabschnitt festgelegt wird.

Die Nullstelle ist dabei diejenige Stelle, an der y = 0 gilt:
an+a mn+1
X=an+a & x= 5 = .
a a
Dies ist auch gerade die Lange b der ersten Kathete.

2

0=—qa?-x+an+a < a

Die zweite Kathetenlange c wird durch den y-Achsenabschnitt von t, festgelegt also
gilt zum Anderen c=an+ a=a(m+ 1).
Fir den Inhalt A des eingeschlossenen Rechtecks erhalten wir letztlich:
1 1 n+1
A=—-b.-c=—-
2 2
Dieser Flacheninhalt ist vollig unabhangig vom Parameter a. Der geforderte Nach-

weis ist damit erbracht.

1
ca(n+1) = §(n+ 1)2.
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Aufgabe |1 3
f(t)=150-t2-e702t; t>0
a) » Skizze des Schaubilds von f (6VP)

Das untenstehende Schaubild ergibt sich mithilfe einer geeigneten Wertetabelle
des GTR.

f®

:000

.500 /

.000 /
/

500 / ~_

\\\

1

5 10 15 20 25 30 35 40 45 t

» Bestimmung des Zeitpunkts, an dem die meisten Personen erkranken

Der Zeitpunkt, an dem die meisten Personen er-
kranken, entspricht der Maximumsstelle von f.
Um diese Stelle zu finden wird im GRAPH-MenU des
GTR das Maximum der Funktion f mithilfe der Be-
fehisfolge | 2nd — TRACE (CALC) — 4: maximum|
berechnet. Es liegt an der Stelle t =10 vor. —

Die meisten Personen erkranken also 10 Wochen ﬂﬂf:{"""‘ V=200 02O
nach Beobachtungsbeginn.

» Nachweis, dass die momentane Erkrankungsrate ab diesem Zeitpunkt
rucklaufig ist

Die momentane Erkrankungsrate ist ab diesem Zeitpunkt (t = 10) rtcklaufig, wenn
f ab dann monoton fallend ist, also wenn f/(t) < 0 flr t > 10 ist.

FUr die erste Ableitung von f gilt dabei zunachst nach Produkt- und Kettenregel:
f/(t)=150-2t-e7 %2+ 150t%.e702t. (-0,2) = e~ %2{(300t — 30t2).

Beachten wir, dass e~0-2t stets positiv ist, erhalten wir aus der Bedingung f’(t) < 0:

4 — 0,2t _ 2
ffit)=e (300t—30t2) <0

70 300t—30t2<0 lit>0
300—30t<0 | +30t
300 <30t  [:30
10<t.

Damit ist tatsachlich f/(t) < 0 fur t > 10, die momentane Erkrankungsrate also
ricklaufig.
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» Zeitpunkt der starksten Abnahme

Eine Zu- oder Abnahme der Erkrankungsrate f(t)
wird durch deren erste Ableitung beschrieben.
Die starkste Abnahme entspricht einem negativen
Minimum von f”.

Uber‘an — TRACE (CALC) — 3: minimum| wird
dieses Minimum im GRAPH-MenU des GTR berech-
net.

N

o

ifmLr
=17h.071067 ¥=-119.1487

Es ergibt sich ein Minimum an der Stelle t ~ 17,1. Das bedeutet:

Die starkste Abnahme der Erkrankungsrate erfolgt 17 Wochen nach Beobachtungs-

beginn.

» Bestimmung der Meldungsanzahl nach 12 Wochen (6VP)

Da die Funktion f die momentane Erkrankungsrate, also eine Anderungsrate der
Erkrankungsanzahl beschreibt, erhalten wir die Anzahl A der Erkrankungen durch
Integration von f. Die Meldungszahl nach 12 Wochen wird also durch das Integral
Uber f von t = 0 (Beginn) bis t = 12 Wochen beschrieben, hinzu kommen die 100

Personen, die Bereits zu Beginn erkrankt waren:
12

12
A(12)=J.f(t)dt+A0=J.150t2-e_°'2tdt+ 100.
0

Das Integral kann wie nebenstehend mit dem GTR
Uber die Befehlsfolge ‘MATH - 9: ntnt‘ berech-
net werden.

Nach 12 Wochen waren etwa 16.236 Personen ge-
meldet.

Frlnt 1380 ke
'S.EHLH:E: 123+1

16235922

» Angabe einer Funktion fiir die Meldungsanzahl nach t Wochen

Nach t Wochen wird die Meldungsanzahl ebenfalls durch das obige Integral be-

schrieben, nur bleibt die obere Grenze t variabel.

Mit der gegebenen Stammfunktion gilt fur das zugehdrige Integral dann:

t t
At) = Jf(t)dt+Ao =f 150t2-e~%2tdt + 100
0 0
=[~750-(t2+ 10t + 50) - e~%2t]0 + 100

=(—750-(t?> + 10t + 50) - e %2t)— (=750 - (0 + 0+ 50) - €0) + 100

=—750-(t2+ 10t + 50)-e~%2t + 37.500 + 100

=37.600—750-(t? + 10t + 50) - e~%-2¢,

» Bestimmung des Zeitpunkts, zu dem 20.000 Personen gemeldet sind

Der gesuchte Zeitpunkt kann ebenfalls mit dem GTR bestimmt werden.
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Dazu zeichnen wir das Schaubild der Mel-
dungsanzahl A in Abhangigkeit von t und ] ‘ff'f-—-_-
schneiden dieses im GRAPH-Menud mit der [ g
Geraden y = 20.000 uber die Befehlsfolge
2nd — TRACE (CALC) — 5: intersect| Dies - .
ergibt die Schnittstelle t ~ 14. Interseckion
Die gesuchte Anzahl von 20.000 Meldungen wurde HEH.00Z525  Y=zhood

also etwa 14 Wochen nach Beobachtungsbeginn
erreicht.
» Nachweis, dass die Anzahl der Meldungen unter 40.000 bleiben wird

Wir untersuchen, gegen welchen Wert die Meldungsanzahl A(t) auf lange Sicht hin
streben wird. Dazu bilden wir den Grenzwert von A(t) flur t — co:

IimA(t)=tIim 37.600— 750 (t2 + 10t + 50)-e~%2t | =37.600.
—00 [

t—oo =0

Die e-Funktion bestimmt im Vergleich zur ganzrationalen Funktion p: t — t2 4+ 10t +
50 das Verhalten der Funktion. Die Meldungsanzahl strebt also auf lange Sicht von
100 gegen den Wert 37.600 und bleibt daher stets unter 40.000.

» Angabe einer zugehorigen Differenzialgleichung

In der nun betrachteten Stadt gibt es 30.000 Einwohner, das bedeutet, dass die An-
zahl der erkrankten Personen in dieser Stadt durch die obere Schranke S = 30.000
begrenzt ist.

Wenn nun B die Anzahl der zum Zeitpunkt t erkrankten Personen ist, beschreibt
B’(t) die momentane Erkrankungsrate in dieser Stadt. Diese Erkrankungsrate soll
proportional zur Anzahl der bisher noch nicht von der Krankheit erfassten Ein-
wohner sein. Da B(t) die Anzahl der erkrankten Einwohner ist, sind entsprechend
30.000 — B(t) Einwohner noch nicht erkrankt.

Mit dem Proportionalitatsfaktor k = 0,1 gilt also die folgende Differenzialgleichung:
B’(t)=0,1-(30.000— B(t)).
» Bestimmung einer Funktion, die die Anzahl der erkrankten Personen be-

schreibt
Durch eine Differenzialgleichung der Form B’(t) = k - (§ — B(t)) wird eine Wachs-
tumsfunktion vom Typ des beschrankten Wachstums beschrieben. Die Lésungs-
funktion ist allgemein B mit
B(t)=S—c-ekt,
In unserem Beispiel sind bereits die Schranke S mit S = 30.000 sowie der Propor-
tionalitatsfaktor k = 0,1 bekannt, es fehlt lediglich der Wert des Parameters c. lhn
kénnen wir aus der Bedingung berechnen, dass bereits zu Beobachtungsbeginn die
Halfte der Bewohner erkrankt ist, es ist also B(0) = 15.000:
B(0)=30.000—c-e—’<‘°é 15.000 led=1

30.000—c=15.000

¢ =15.000.

Die Lésungsfunktion fur diese beschrankte Wachstum ist also die Funktion B mit

B(t) =30.000—15.000-e701t; t>0.
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» Berechnung der erkrankten Personen nach 4 Wochen
Die Anzahl B der nach t = 4 Wochen erkrankten Personen betragt hier

B(4) =30.000—15.000-e7014 ~ 19,945,

» Anpassung der Funktion an die tatsachliche Funktion

Durch die Stadt mit 30.000 Einwohnern und die Bedingung, dass B(0) = 15.000 qilt,
sind die Parameter S und c in der Losungsfunktion durch die duReren Bedingungen
festgelegt und kénnen nicht verandert werden. Eine Anpassung der Funktion ist
daher nur maglich, indem wir den Proportionalitdtsfaktor k verandern. Aus der Be-
dingung, dass nach t = 4 Wochen 22.000 Personen erkrankt sind, erhalten wir mit
einem neuen k:

B(4) = 30.000 — 15.000 - e~k*4 = 22.000 1-30.000 [-(-1)
15.000-e~4 =8.000 |:15.000
8.000 8
e—4k = =— lIn(...)
15.000 15
8

8 Inﬁ
—4k=In— = k= ~ 0,1572.
15 4

Die Funktion hat also in der Realitat die Gestalt

B(t) = 30.000 — 15.000 - e~0.1572t; >0,
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Wahlteil Il

Aufgabe Il 1
A(61410), B(6]8|0), C(—4]8]|0), D(—4|4]0), P(6|4]4), Q(6]|8]6), R(—4]8]6),

S(—41414)

a) » Darstellung der Truhe in einem Koordinatensystem (5VP)
x3 A
8 1 R
7 4
6 4
5 4
4 4
3 4
27 C
1 4

» 6 7,8 9 10%2
2
4
6 A B
X1

» Berechnung des Truhenvolumens
Die Truhe stellt ein Prisma dar, deren Grundflache das Trapez ABOP und deren Hohe
die Lange der Strecke BC ist.

Das Trapez ABQP hat wiederum die Grundseiten a = AP und b = BQ und die Hohe
ht = AB. Die Langen dieser Strecken berechnen sich liber die Betrdge der entspre-
chenden Vektoren:

(0
a=AP=|AP|=|| 0 ||=v0Z+ 0% +42 =4

0
b=B0=B0I=||0||=voT+ 02562 =6,
6)

0)

0)

FUr den Inhalt G des Grundflachentrapezes gilt also:
a+c 4+6

G= > -hT=T-4=5-4=20 FE.

Die H6he h des gesamten Prismas wird durch BC festgelegt:

—

hr =AB = |AB| =

=+v02+42+02=4.
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—10
h=BC=BC|=|| 0 ||=v(=10)Z+02+0Z=10 LE.
0

Fir das Volumen des Prismas (und damit das Volumen der Truhe) gilt also:
V=G-h=20-10=200 VE.

» Bestimmung einer Koordinatengleichung der Deckelebene

Der Deckel liegt in einer Ebene, die durch die Punkte P, Q und R eindeutig festgelegt
wird. FUr diese Ebene gilt zunachst in Parameterform:

6 0 —10
4 2 2

Ein Normalenvektor ergibt sich nun aus dem Kreuzprodukt (Vektorprodukt) der
— —
beiden Spannvektoren PQ und PR, die zuvor noch mit 2 geklrzt werden kénnen:

0 -5 2:1-1-2 0 0
A=|2|x| 2 [=|1-(-5)-0-1|=|-5]|=]| 1
1 1 0-2—2-(=5) 10 -2

Im letzten Schritt wurde hierbei mit —5 gekulrzt.
Ein Ansatz fur die Koordinatengleichung lautet daher Epeckel: X2 —2Xx3 =d.
Um den fehlenden Summanden d zu bestimmen, werden die Koordinaten eines be-
liebigen Ebenenpunktes, z.B. von P(6 |4 |4) in die Koordinatengleichung eingesetzt:
P(6|4]|4)IinE: 4—2-4=d

d=—-4.

Die Deckelebene hat also die Gleichung Epeckel: X2 — 2X3 = —4.

» Nachweis, dass die Deckelebene zur Ebenenschar E, gehort (7VP)

Durch den Vergleich der Ebenengleichung Epeckel: X2 —2X3 =—4 und Eq: X —axs3 =
8 — 6a ergibt sich durch Vergleich der linken Seiten, dass a = 2 sein misste.

Die Scharebene E;: X — 2x3 = —4 hat nun dieselbe Gleichung wie Epeckel, die De-
ckelebene gehort der Schar also fura =2 an.

» Nachweis, dass die Riickwandebene zur Ebenenschar E, gehort
Wenn die Rickwand BCRQ in einer Scharebene liegt, missen alle Punkte die zuge-
horige Ebenengleichung erflllen. Wir setzen zunachst beispielsweise B(6|8]0) in
die Gleichung von E4 ein und erhalten:
BinEys: 8—a-0=8-—6a

—6a=0

a=0.

B liegt also in der Scharebene Eg: x, = 8. Da C, R und Q allesamt die x,-Koordinate

X2 = 8 besitzen, erflllen sie auch diese Gleichung. Die komplette Rickwand liegt
also in einer Ebene, die der Ebenenschar E, fir a = 0 angehort.
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» Nachweis, dass es eine Gerade gibt, die in allen Scharebenen liegt

Da die Punkte Q und R sowohl in der Deckelebene E; als auch in der RlUckwandebe-
ne Eg liegen, kbnnen wir vermuten, dass die Gerade g = QR die Schnittgerade aller
Scharebene E, ist. Fur g gilt die Gleichung

6 ~10
g:X=00+t-OR=|8|+t| 0 |; ter
6 0

Setzen wir nun g in die Ebenengleichung von E4 ein, so ergibt sich:
ginEqg: (8+0t)—a(6+0t)=8—-06a
8—6a=8-—06a.
Diese Gleichung ist fur alle a- und alle t-Werte erfullt. Die Gerade g liegt also in
allen Ebenen der Ebenenschar Eg.

» Berechnung des Schnittwinkels von Eg und E>

Der Schnittwinkel ¢ der Scharebenen Eg und E; ergibt sich mithilfe der beiden
Normalenvektoren fig und 7, dieser Scharebenen. Es gilt:

0 0
1111
|Aig - Azl 0 —2 [0+1+0 1

= A = = — ~0,4472,
7ol - 121 v/02+ 12+ 02-,/02 + 12 + (—2)2 1-4/5 J5

und damit ¢ ~ 63,4".

» Bestimmung der Scharebene, die mit E; auch den Winkel ¢ einschlief3t

Wenn die Scharebene E; mit dem Normalenvektor fig mit E> ebenfalls den Winkel
@ einschliel3t, muss auch hier gelten:

0 0
1111
|ﬁa 'ﬁ2| —a -2 ! 1

cos¢@

Al 182l 02+ 12+ (—a)2- /02 + 12+ (—=2)2 5
[0+ 1+ 2q| 1

- = |./§
VazZ+1-45 5

1+ 2a|

A |-VaZ+1

az+1

[1+2a|=+va?2+1 [(...)2
1+4a+4a’2=a’+1 -1 |—a2

3a? +4a = 0.

Durch Ausklammern erhalten wir hier a(3a + 4) = 0, woraus sich die beiden L6-
sungen a; = 0 und a; = —4/3 ergeben. Dass E; mit der Ebene Eq den Winkel ¢
einschliel3t wissen wir bereits.

Die zweite gesuchte Ebene, mit der E; den Winkel ¢ einschlieRt, ist also E_%: X2 +

. 16
—x3 = 16.
3%3
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c) » Bestimmung der Ebene, in der der Deckel nach Drehung liegt (4VP)

Der geschlossene Deckel liegt nach Teilaufgabe b in der Scharebene E;. Der um
90° gedffnete Deckel liegt in einer Scharbene E4, die senkrecht zu E;, verlauft. Das
Skalarprodukt des Normalenvektors von E; und von E; muss dann gleich Null sein:

0 0
fy-Ag=| 1 || 1 |=0+1+2a=0
-2 —a 2a=-1
a=-0,5.

1
Der geodffnete Deckel liegt also in der Scharebene E_1: x, + §X3 =11.

1:
2

» Bestimmung der Koordinaten des Drehpunktes P*
Die Kante PQ hatte vor der Drehung die Ladnge

0
PO=PO|=|| 4 || = V02 + 42+ 22 = y70.
2

Die Lange dieser Strecke bleibt auch nach der Drehung erhalten. Wir erreichen den
Drehpunkt P* also, indem wir von Q aus +20 Einheiten senkrecht zur urspringli-
chen Deckelebene Epeckel = E2 — also entlang ihres Normalenvektors — wandern.

Dazu normieren wir den Normalenvektor /i, von E, auf die Lange 1:

0 0

1 1 1
n2=T'n2= 1 = — 1
|72 V02 +12 + (—2)? 5 /5 5

Durch die Normierung haben wir den Vorteil, dass der Vektor VZO-ﬁg nun genau die
bendtigte Lange von 20 hat. Fur den Ortsvektor von P* gilt mit unseren bisherigen
Uberlegungen also:

6 6 6
. 1 20
OP* =0Q++20-A9=|8 i¢20-ﬁ L|=|8|=\<5 |1 ]|=|8]|*] 2
6 — 6) —1\-2 6) \—4
=4/4=2

Fir den Punkt P* kommen also von vorneherein zwei Losungen in Frage (eine +-
Losung und eine —-L&sung), da wir nicht wissen, ob wir in die Richtung von fig oder
in die entgegengesetzte Richtung von —i,; wandern mussen. Die Lésungen lauten

6 6
OPf=|10| = P}(6/10/2) bzw. OP;=|6 | = P3(6]6]/10).
2 10

Da der Deckel um 90° nach oben ged6ffnet wird, muss der Drehpunkt P* hoher als
der ursprungliche Punkt P(6|4|4) liegen, also eine groRere x3-Koordinate besitzen.
Daher ist PJ die richtige Lésung.

Der Drehpunkt hat die Koordinaten P*(6]6]10).
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Aufgabe Il 2
A(410]0), B(4]16]0), C(0]6]0), D(0[0|0), E(4|0|4), F(4|6]|1), G(0|6]5), H(O|O|8)
a) » Darstellung des Gebaudes in einem Koordinatensystem (8VP)

X3

8*H

7,,

A

4 B
X1

» Bestimmung einer Koordinatengleichung der Dachebene

Die Dachebene Epacn wird durch drei Dachpunkte, also beispielsweise E, F und G
eindeutig festgelegt. Fir sie gilt in Parameterform:

4 0 —4
EDach:X‘=a:')+r-E-')+s-E_G)= O|+r|] 6 |+s| 6 |; r,seR.
4 -3 1

Einen Normalenvektor von Epsch kdnnen wir tGber das Kreuzprodukt (Vektorprodukt)
— — —
der beiden Spannvektoren EF und EG berechnen, wobei EF zuvor noch mit 3 geklrzt

wird:
—4 2:1—-(-1)-6 8 2
A= 2 |x] 6 |=[-1-(-4)—-0-1|=|4|=|1
-1 1 0:6—2-(—4) 8 2

Im letzten Schritt wurde hierbei mit 4 gekurzt.
Als Ansatz fur die Koordinatengleichung ergibt sich nun Epach: 2X1 + X2 + 2x3 = d.
Um den fehlenden Summanden d zu bestimmen, setzen wir die Koordinaten eines
beliebigen Ebenenpunktes, z.B. von E(4|0]4) in diese Gleichung ein und erhalten:
Ein Epach: 2:4+0+2-4=d

d=16.

Die Dachflache liegt also in der Ebene Epach: 2X1 + X2 + 2x3 = 16.
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» Bestimmung des Neigungswinkels der Dachflache

Der Neigungswinkel a entspricht dem Schnittwinkel zwischen der Dachflachenebene
Epach und der Grundflachenebene (x1-x>-Ebene).

Letztere Ebene besitzt den Richtungsvektor €3 der x3-Achse als Normalenvektor.
Daher gilt:

2 0

1(-10
|fibach - &3l 2 1 0+0+2] 2
cosa = — = — —
|ibachl - [€3] /22 +12+22.4/02+ 02+ 12 3-1 3

und damit o~ 48,2".

» Nachweis, dass die Dachflache ein Parallelogramm ist

Die Dachflache ist ein Parallelogramm, wenn die Seiten EF und HG bzw. EH und FG
parallel und gleich lang sind. Dies ist jedoch gerade der Fall, wenn die Vektoren EF
und HG bzw. EH und FG identisch sind. Wegen

0 0 —4 —4

— — — —
F=| 6 |; HG=]| 6 |; EH=]| 0 |; FG=| 0
-3 -3 4 4

ist dies gerade der Fall, die Dachflache ist also ein Parallelogramm.

» Berechnung des Dachflacheninhalts

Die Dachflache beschreibt, wie bereits gezeigt, ein Parallelogramm. Im Modell wird
dieses Parallelogramm z.B. durch die Vektoren EF und EH aufgespannt. Sein Flachen-
inhalt [&sst sich so leicht mithilfe des Kreuzprodukts berechnen:

0 —4 6-4—(—3)-0 24
A=EFxEH|=|| 6 |x| o ||=||=3-(=4)=0-4||=]| 12
-3 4 0-0—6-(—4) 24

=4/242 + 1224242 = /1.296 = 36 m2.

Die Dachflache hat einen Inhalt von exakt 36 Quadratmetern.

» Bestimmung des gesuchten d-Wertes (4VP)

Die Lampe im Punkt L(d|d|d) befindet sich Uber der Grundflache auf der Hohe d
(Betrag der x3-Koordinate). Von der Dachflache hat sie jedoch einen Abstand, der
dem Abstand von L zur Dachflachenebene Epsch entspricht. Um diesen Abstand zu
berechnen, stellen wir Epazch zunachst in ihrer Hesse’schen Normalenform dar:

2X1+ X2+ 2x3—16 2X1+ X2+ 2x3—16
Ebach/HNF: = =

V22412422 3
Der Abstand von L zur dieser Ebene lasst sich nun durch Einsetzen der Koordina-
ten von L in die HNF berechnen, wobei die Betragsstriche nicht vergessen werden
durfen:

d(L, Epach) = 3 3

Dieser Abstand soll nun dem Abstand d zur Grundflache entsprechen, also muss
gelten:

2d+d+2d—16' 5d—16
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5d—16

=
Um diese Betragsgleichung zu l6sen, gibt es zwei Moglichkeiten: Entweder die
Gleichung wird quadriert (wodurch die Betragsstriche wegfallen) oder man fuhrt eine
Fallunterscheidung durch.

Wir wahlen hier den zweiten Weg und erhalten:

5d—16 5d—16
~———=d oder —— —=-—
3
5d—16 =3d 5d—16 =—-3d
2d =16 8d=16
di=6 d> =2.

Da sich die Lampe im Innern des Gebaudes befinden soll, missen die Koordiaten
von L entsprechend klein sein. di kommt nicht in Frage, da der Punkt L1(8]|8]|8)
nicht mehr im Innern des Gebaudes liegt. d; ist also die gesuchte Losung.

Die Lampe muss im Punkt L(2|2|2) angebracht werden.

» Wie weit muss die Person mindestens gehen? (4VP)
Da die Person sich im Punkt P(5|1|0) befindet und eine Augenhdhe von 1,7 Metern

hat, befinden sich die Augen dieser Person im Punkt P4(5|1|1,7). Wenn sich diese

Person in x3-Richtung bewegt, befinden sich die Augen der Person auf einer Geraden

g mit P4 als Aufpunkt und dem Richtungsvektor der x,-Achse:

5 0
g:X=0Pp+t-€,=| 1 [+t]1]; teR.
1,7 0

Die Person kann die Ecke H zu Beginn nicht sehen, da sie sich ,auf der falschen
Seite” der Dachflachenebene Epsch befindet (namlich ,,unter” Epach). Damit sie H
sehen kann, muss sie sich so weit fortbewegen, dass sie auf die andere Seite der
Dachflachenebene gelangt — sie muss also Epach durchstoBen.

Den DurchstoBRpunkt der Laufgeraden g und der Dachflachenebene Epacnh kdnnen
wir berechnen, indem wir die Koordinaten von g in die Ebenengleichung von Epach
einsetzen:

gNEpach: 2(5+0t)+(1+8)+2(1,7+0t)=16
10+1+t+3,4=16
t=1,6.

Der DurchstoBpunkt S liegt also flr t = 1,6 auf der Geraden. Fur seinen Ortsvektor
gilt:

5 0 5
os=| 1 |+16|l1]|=|26]| = s(512,6/1,7).
1,7 0 1,7

In x2-Richtung ist die Person demnach
S=Xz/s—X2/p, =2,6—1=1,6 Meter

gegangen, um auf die andere Seite der Dachflachenebene zu gelangen.
Die Person muss also mindestens 1,6 Meter gehen, um auch die Ecke H zu sehen.
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