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Pflichtteil
Aufgabe 1 (2P)

» Erste Ableitung von f bilden

Du sollst die erste Ableitung der Funktion f mit f(x) = (2x2 + 5) - e=2% bilden.

Bei der Funktion handelt es sich um ein Produkt von zwei Funktionen. Leite sie also
nach der Produktregel ab.

Bei der Teilfunktion e=2%X handelt es sich um eine verkettete Funktion. Leite diesen
Teil also nach der Kettenregel ab.

Damit erhaltst du:

f/(x) = (4x)-e X+ (2x2 + 5)-(—=2) - e~ 2
= (4x)-e X — (4x%2 + 10)-e~2X | e=2X ausklammern
= (4x— (4x%2 + 10))-e=2X
= (4x—4x2—10)-e—2x
= (—4x? + 4x—10) - e~ ¥

Die erste Ableitung der Funktion f hat die Gleichung f/(x) = (—4x + 4x — 10) - e~2X,

Aufgabe 2 (2P)
» Stammfunktion von f mit F(m) = 7 bestimmen

Dir ist die Funktion f mit f(x) = 4sin(2x) gegeben. Du sollst die Stammfunktion von f
finden, fur die F(m) = 7 qilt.

Du sollst also integrieren. Es handelt sich um eine verkettete Funktion, wende also
die lineare Substitution an um eine Stammfunktion zu bilden.

Eine Stammfunktion von sin(x) ist — cos(x).
Daraus folgt fur die Stammfunktionen von f:
F(x) =4-(—cos(2x))- % +C
=—-2.cos(2x)+c
Um dasjenige ¢ auszurechnen, flr das F(m) = 7 qilt, fUhre eine Punktprobe durch. Setze
die Werte x = mund F(x) =7 in F(x) ein und Iése die Gleichung nach c¢ auf:
=—2cos(2m)+ ¢ | +2cos(2m)
7+ 2cos(2m) =c¢ cos(2m) =1
c=9

Die Stammfunktion von f mit F(m) = 7 hat die Gleichung F(x) = —2cos(2x)+ 9 .

Aufgabe 3 (2P)
» Gleichung l6sen

Dir ist die Gleichung gegeben mit 2eX — § = 0.

Die Gleichung zu I6sen bedeutet, sie nach x umzustellen.
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2-eX— ;ix = | -eX um das x im Nenner des Bruchs zu eliminieren
2:(eX)-(e¥)—4=0 Rechenregel fiir Exponenten
2.e¥)_4 =0
2-(e2X)—4=0 | +4
2-(e2)=4 [:2
e2X =2 In ist die Umkehrfunktion von e*
In(eZX) = In(2)
2x =1In(2) |:2
x = 2-In(2)
Die Lésung der Gleichung lautet x = 3 - In(2).
Aufgabe 4 (4P)

» Flacheninhalt berechnen

Dir sind die beiden Funktionen f und g gegeben mit f(x) = —x2 + 3 und g(x) = 2x.
Du sollst den Flacheninhalt berechnen, der von den Graphen der beiden Funktionen
eingeschlossen wird.

Das Wort Flacheninhalt zeigt immer, dass es um die Berechnung eines Integrals geht.

Hier geht es um das Integral zwischen den Graphen zweier Funktionen. Das heiflst du
musst die eine Funktion von der anderen abziehen. Gehe also wie folgt vor:

e Berechne die Schnittpunkte der Graphen der beiden Funktionen um die Grenzen
des Integrals zu erhalten

Uberlege dir, welcher der beiden Graphen oben und welcher unten verlauft

Ziehe die untere Funktion von der oberen ab

e Formuliere das Integral und berechne es mit dem Hauptsatz der Integralrechnung

1. Schritt: Schnittpunkte berechnen
Setze dazu beide Funktionsterme gleich:

—x%+3 =2x | —2x
—x?—2x+3=0

Diese kannst du nun entweder mit Hilfe der abc-Formel (Lésungsweg A) oder der pg-
Formel (L6sungsweg B) l6sen.
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»» Losungsweg A: abc-Formel

2+ /(-2)2—4-(-1)-(3)
2-(-1)
2+ /4 +12
-2
2+ /16
-2
2+4

—2

2+4 6
X1=—=—=—3

X1,2 =

X =—=—=1
2T T2 T2

»» Losungsweg B: pg-Formel

Zunachst musst du die Gleichung auf Normalform x2 4+ p-x + g = 0 bringen. Multipliziere
dazu die Gleichung mit (—1):

—1-x2=2-x+3=0 | -(-1)

x2+2x—3=0

Setze dies nun in die pg-Formel ein.

ar=—(-2)e(-2) 3
’ 2 2
=—-1+J/1+3
=—1+4/4
=—1+2
x1=—1+2=1
Xy =—1—-2=-3
Damit ergeben sich die Schnittstellen der beiden Funktionen bei x; =—3 und x; = 1.

2. Schritt: Funktion aufstellen

Uberlege jetzt, welcher der beiden Graphen in dem Intervall zwischen den beiden
Schnittpunkten oberhalb des anderen Graphen verlauft.

Du kannst dazu beispielsweise einen x-Wert, der zwischen den beiden Schnittstellen
liegt, in die beiden Funktionen einsetzen und vergleichen welcher der Funktionswerte
groRer ist.

Wahle zum Beispiel x =0 :

f(0)=3

9(0)=0

Der Funktionswert der Funktion f ist an der Stelle 0 groBer als der der Funktion g, also
liegt der Graph von f Uber dem Graphen von g. Ziehe also g von f ab um die Funktion h
zu erhalten, die du in das Integral schreibst.
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h(x) = f(x) —g(x)
=—x2+3—(2x)
=—x%—2x+3
3. Schritt: Integral aufstellen und berechnen

Du hast nun die Funktion und die Grenzen fur das Integral. Es ergibt sich damit das Inte-

1 1
J. h(x)dx = f (—Xz —2X + 3)dX Stammfunktion bilden
-3 -3
1
gral: = [—%X3 —x2+ 3X]_3 Grenzen einsetzen
=—3-13-12+3-1—(-3-(—3)°—(-3)2+3-(-3))
_ 32
-3
Die Graphen der beiden Funktionen schliefen eine Flache der GrolRe 3—32 Flacheneinhei-
ten ein.
Aufgabe 5 (5P)

» Bedeutung der Eigenschaften fiir den Graphen begriinden

Du hast vier Eigenschaften einer Funktion gegeben und sollst erklaren, welche Bedeu-
tung diese Eigenschaften fur den Graphen haben, wenn du ihn zeichnen wlrdest.

1) f(2)=1

Setzt du x = 2 in f(x) ein soll sich der Funktionswert 1 ergeben. An der Stelle x = 2 hat
die Funktion also den y-Wert y = 1. Der Graph verlauft damit durch den Punkt P(2 | 1).

(2) f(@)=0

f’ bezeichnet die erste Ableitung der Funktion f und die erste Ableitung beschreibt die
Steigung der ursprlnglichen Funktion.

Die erste Ableitung der Funktion hat an der Stelle x = 2 den Wert 0, also eine Nullstelle.

Daraus folgt, dass der Graph der urspringlichen Funktion an der Stelle x = 2 die Stei-
gung 0 hat. Dies ist die notwendige Bedingung fur Extremstellen. Dir ist hier noch nichts
Uber die hinreichende Bedingung gegeben, also weilt du noch nicht sicher ob es auch
tatsachlich eine Extremstelle ist. Es handelt sich lediglich um eine mogliche Extrem-
stelle von f(x), der Graph von f hat an der Stelle x = 2 also mdglicherweise einen Hoch-
oder Tiefpunkt.

AuBerdem hat die Steigung von 0 noch eine andere Bedeutung: Die Tangente, die den
Graph an dieser Stelle beruhrt, hat die Steigung 0. Sie ist somit eine waagerechte Tan-
gente.

Tangenten sind Geraden, die den Graph in einem bestimmten Punkt nur berthren, aber
nicht schneiden. Die Steigung einer Tangente in einem Punkt ist immer auch die Stei-
gung (also der y-Wert der ersten Ableitung) der urspringlichen Funktion im Beruhr-
punkt.

(3) f”(4)=0und f”(4)#0

f” bezeichnet die zweite Ableitung von f. Sie hat an der Stelle x = 4 den Wert 0. Dass
die zweite Ableitung einer Funktion den Wert 0 hat, ist die notwendige Bedingung fur
einen Wendepunkt im Graphen der urspringlichen Funktion f.

(©) Karlsruhe 2014 | SchullV Seite 4/51

Vervielfaltigung nur innerhalb einer Lehrer-/Klassen- oder Schullizenz und mit Hinweis auf MatheLV erlaubt.

www.MathelV.net


http://www.SchulLV.net
http://www.MatheLV.net
http://www.SchulLV.net
http://www.MatheLV.net

V)

Baden-Wiirttemberg | Abitur (GTR)
aden-Wiirttemberg Itur ‘1‘ MatheLV

Prifungswissen | Original-Priifungen

» Abitur 2013 | GESAMTE PRUFUNG Lésungsblatt (ausfiihrlich)

Die zweite Ableitung von f erflllt diese Bedingung an der Stelle x = 4. Daraus folgt, dass
der Graph an der Stelle x = 4 mdglicherweise einen Wendepunkt besitzt.

AuBerdem ist dir gegeben, dass f//(4) # 0.

f’”” bezeichnet die dritte Ableitung der Funktion f. Du weift also, dass die dritte Ablei-
tung an der Stelle x =4 nicht den Wert 0 hat.

Die hinreichende Bedingung flr einen Wendepunkt im Graphen der urspringlichen
Funktion ist, dass der Wert der dritten Ableitung an der Wendestelle nicht den Wert
0 hat.

Hier ist diese Bedingung erflllt. Die Funktion erflllt also beide Bedingungen flr einen
Wendepunkt an der Stelle x = 4.

Der Graph von f hat einen Wendepunkt an der Stelle x = 4.
(4) Fur x — +00 und x —» — gilt: f(x) —» 5

Lasst man den x-Wert unendlich viel groBer oder kleiner werden, setzt also fur x sehr
groRe positive oder negative Zahlen ein, nahert sich der entsprechende y-Wert immer
mehr der 5 an, wird aber nicht gré8er als 5. Der Graph nahert sich also immer weiter
dem Wert 5 an, Uberschreitet aber diese "Grenze"nicht. y =5 ist damit eine Art ,Gren-
ze"“nach oben fur den Graphen, an die er sich immer weiter annahert und damit eine
Asymptote, die waagerecht verlauft.

Die Gerade mit der Gleichung y = 5 ist eine waagerechte Asymptote des Graphen
von f.

» Einen moglichen Verlauf des Graphen skizzieren

e Um einen moglichen Verlauf des Graphen von f zu skizzieren, trage zuerst die
Punkte in ein Koordinatensystem ein, die du kennst, also P(2 | 1).

e Trage zur Hilfe die waagerechte Tangente an P(2 | 1) ein. Das bedeutet auch, dass
der Graph dort einen méglichen Extrempunkt besitzt.

e Zeichne die waagerechte Asymptote y =5 ein.

e Zeichne nun einen Graph, der durch P verlauft und sich rechts und links von der
y-Achse der Asymptote annahert. Beachte dabei, dass der Graph bei x = 4 eine
Wendestelle haben soll.

Es ergibt sich beispielsweise der Graph:
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Aufgabe 6 (4P)
» Schnittpunkt der Gerade mit der Ebene bestimmen

Du sollst den Schnittpunkt einer Geraden g mit einer Ebene E berechnen. Allerdings hast

du von der Gerade G und der Ebene E keine Gleichungen gegeben. Du hast daftr aber

zwei Punkte gegeben, die auf der Geraden g liegen, genauso wie einen Punkt, der in

der Ebene E liegt. Du weiBt auch, dass die Gerade die Ebene orthogonal, also senkrecht
schneidet.

Du kannst so vorgehen:
e Geradengleichung von g bestimmen
e Ebenengleichung von E bestimmen

e Schnittpunkt durch einsetzen von g in E berechnen

1. Schritt: Geradengleichung aufstellen

Eine Geradengleichung besteht aus einem Aufpunkt P und einem Richtungsvektor 7 :
g: X =0P+t-T.

Die beiden Punkte A(1|—1| 3) und B(2 |—310) smd dir gegeben. Wahle beispielsweise
A als Aufpunkt, also anstelle von OP wiahlst du OA. Alternativ kénntest du auch B als
Aufpunkt wahlen.

Der Richtungsvektor ergibt sich durch den Vektor, der von A nach B zeigt:

2 1 1
T =AB=0OB—0A=|-3|=|-1]|=|=-2
0 3 _3
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Eine mogliche Geradengleichung fur g lautet also g : X=|-1|+t-]=2
3 -3

2. Schritt: Ebenengleichung aufstellen

Du weilst, dass die Gerade g orthogonal, also senkrecht, zur Ebene E verlauft. AulSer-
dem weiBt du, dass der Normalenvektor n" einer Ebene immer senkrecht auf dieser
Ebene steht. Du kannst also den Richtungsvektor von g als Normalenvektor n von E
verwenden.
Du hast also einen Vektor gegeben, der senkrecht zur Ebene E steht und einen Punkt,
der in der Ebene liegt.
Mit Hilfe dieser Informationen kannst du die Ebenengleichung in Koordinatenform auf-
stellen, da du daflr einen Normalenvektor und einen Punkt, der in der Ebene liegt
brauchst.
Die Koordinatengleichung einer Ebene lautet allgemein E:ny-x1+n2-x2+n3-x3=4d,
wobei ny, n» und n3 die Koordinaten des Normalenvektors 7 sind. d ist eine Konstante,
die du Uber die Punktprobe bestimmen kannst.
Setze also die Koordinaten des Normalenvektors n mit ny =1, n; =—2 und n3 =—3 in
die allgemeine Koordinatengleichung ein:
E:1l-Xx1—2-Xx2—3-x3=d
Um nun noch d auszurechnen, fihre die Punktprobe durch und setze den gegebenen
Punkt C(4 | 3| —8), der in der Ebene liegt, in die Ebenengleichung ein:
4—2:-3—3:(-8)=d

22 =d
Damit ergibt sich fur E die Ebenengleichung E : X1 —2x3 — 3x3 = 22.

3. Schritt: Schnittpunkt bestimmen
Um nun den Schnittpunkt der Gerade mit der Ebene zu berechnen, setze die Geraden-
gleichung koordinatenweise, das heiSt zeilenweise, in die Ebenengleichung ein:
X1
Das bedeutet: Du kannst die Geradengleichung in 3 ,Zeilen“aufteilen, da X = | x>

X3
X1 1 1
gl x2|=(-1|+t-| -2
X3 3 -3

Du kannst daraus nun jede Zeile einzeln ablesen:

x1=1+¢t-1

X =—1+t-—-2

Xx3=3+t-—3

Diese kannst du nun jeweils flr x1, x2 und x3 in die Ebenengleichung einsetzen und
anschliefend nach t auflésen.
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1-(1+t)—2-(=1—2t)—3-(3—=3t) = 22

—6+ 14t = 22 | +6
14t = 28 |:14
t=2

Setze t in die Gleichung von g ein, um die Koordinaten des Schnittpunktes zu erhalten:

1 1 3
05=|-1|+2-]=2|=]|-5
3 3/ \-3

Die Gerade g und die Ebene E schneiden sich im Punkt S(3 | -5 | —3).

» Besondere Lage des Schnittpunktes liberpriifen

Du wirst gefragt, ob der Schnittpunkt S zwischen den beiden gegebenen Punkten A und
B liegt.

Fertige dir zur Hilfe eine kleine Skizze an. An der Skizze kannst du sehen, dass S naher
an A liegen wirde als B, wenn S zwischen ihnen lage. Um herauszufinden, ob S zwischen
A und B liegt, berechne die Richtungsvektoren AS und AB und vergleiche ihre Langen,
also die Abstande zwischen den Punkten A und B und den Punkten A und S :

3 1 2
AS=|-5|-|-1]|=|-4 B
-3 3 —6 P
() 7

AB=|-2 A

-3

Du hast die Richtungsvektoren AS und AB berechnet und kannst daran sehen, dass AS
—

langer ist als AB. S liegt also weiter von A entfernt als B. Damit kann S nicht zwischen A

und B liegen.

Der Schnittpunkt S liegt nicht zwischen den Punkten A und B.

Aufgabe 7 (4P)
» Parallelitat zeigen
Du hast die beiden Ebenen E; und %
E; gegeben mit: J(
Q
e\
Ei1:2Xx1—2X2+Xx3=-—1 und \ =
E \M
1 1 : _
— p
Ey: X = +s-[1]|+t-]3 \X <
E, P q
0 4

Die beiden Ebenengleichungen liegen dir in zwei unterschiedlichen Formen vor: E; hast
du in Koordinatenform gegeben, E; in Parameterform.

Zwei Ebenen sind parallel, wenn ihre Normalenvektoren, parallel sind, also in dieselbe
Richtung zeigen.
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In diesem Fall hast du aber nur bei einer der beiden Ebenen einen Normalenvektor
gegeben, bei der anderen Ebene hast du zwei Spannvektoren vorgegeben, die innerhalb
der Ebene, also parallel zu ihr liegen.

Zwei solche Ebenen sind parallel, wenn der Normalenvektor der ersten Ebene auch
senkrecht zur zweiten Ebene steht. Das bedeutet, der Normalenvektor von E; muss
ebenfalls senkrecht zu beiden Spannvektoren von E; stehen.

Das bedeutet, du hast hier zwei Mdglichkeiten:

Losungsweg A Du kannst zeigen, dass der Normalenvektor von E; senkrecht zu den
Spannvektoren von E; verlauft.

Losungsweg B Du kannst den Normalenvektor der zweiten Ebene berechnen und zei-
gen, dass er parallel zum Normalenvektor der ersten Ebene liegt.

»» Losungsweg A: Zeige, dass der Normalenvektor senkrecht zu den Spann-
vektoren liegt
Zwei Vektoren liegen senkrecht zueinander, wenn ihr Skalarprodukt 0 ergibt.

Bei E; kannst du einfach den Normalenvektor n ablesen, also einen Vektor der senk-
recht zur Ebene steht:

2
n=|-2
1
Bei E; kannst du diesen Vektor nicht ablesen, daflir aber die beiden Spannvektoren
1 1
P=1|lund g =3
0 4
Berechne das Skalarprodukt von " und p und von nund q':
n-pP=2-1-2-1+0-1=0

n-q=2-1-2-3+1:-4=0
Der Normalenvektor der Ebene E; ist senkrecht zu den Spannvektoren von E;. Also sind
die beiden Ebenen parallel.

»» Losungsweg B: Berechne den Normalenvektor von £, und zeige die Paral-
lelitat der beiden Normalenvektoren

Bei Ebene E; kannst du einfach den Normalenvektor " ablesen, also einen Vektor der
senkrecht zur Ebene steht:

2
n=|-2
1
Bei E; kannst du diesen Vektor nicht ablesen, daflir aber die beiden Spannvektoren
1 1
T=(1|lundg=]|3]
0 4

Mit deren Hilfe kannst du den Normalenvektor der Ebene E> berechnen. Anschliefend
kannst du Uberprifen, ob die beiden Normalenvektoren parallel sind.
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Zum Berechnen des Normalenvektors der Ebene E, hast du zwei Mdglichkeiten:
1. Méglichkeit Mit Hilfe des Vektorprodukts bzw. Kreuzprodukts

2. Moglichkeit Mit Hilfe des Skalarprodukts

1. Moglichkeit: Vektorprodukt Bildest du das Vektorprodukt der beiden Spannvekto-

ren, erhaltst du einen Vektor, der auf beiden Spannvektoren senkrecht steht, damit also
auch senkrecht auf der Ebene steht, die von den beiden Vektoren aufgespannt wird.

Die Formel zur Berechnung des Vektorprodukts lautet:

ax b1 az-bs—asz-b;
—_ —
axb=|lay|x|by|=|az-b1—ai-bs

as b3 a-bx—az-by

Bilde also das Vektorprodukt, der beiden Spannvektoren der Ebene E; um den Norma-
lenvektor von E; zu berechnen:

1 1 1-4—0-3 4
m=pxqg=|1|x|3|=|0-1-1.4|=|-4
0 4 1-3—-1-1 2

2. Moglichkeit: Skalarprodukt Du weillt, dass der Normalenvektor der Ebene E;>

senkrecht zur Ebene, und damit auch senkrecht zu den beiden Spannvektoren liegen
soll. Das heil3t, bildest du das Skalarprodukt des einen Spannvektors mit dem Norma-
lenvektor muss es 0 ergeben, genauso, wenn du das Skalarprodukt des zweiten Spann-
vektors mit dem Normalenvektor berechnest.

Stellst du diese beiden Gleichungen auf, indem du fur den Normalenvektor von E> m =
mi
m> | einsetzt, kannst du damit m1, m> und ms ausrechnen.
ms3

Bilde also die beiden Skalarprodukte:

[l\ [ml\

F-r_n)= 1(-|my|=1-m+1-mxy+0-m3=mi+m;

0} m3}

[1\ [ml\
g-m={3||my|=1-m+3-my+4-m3s=mi+3my+4ms

\4 \m3

Da diese beiden Skalarprodukte 0 ergeben sollen erhaltst du die beiden Gleichungen:
(1) mi+mz=0

(2) Mmi+3my+4ms3=0

Mit diesen beiden Gleichungen kannst du jetzt mi, my und ms berechnen. Du hast nur
zwei Gleichungen gegeben, aber 3 Variablen, normalerweise brauchst du aber immer

drei Gleichungen, wenn du drei Variablen hast. Hier kannst du aber einfach eine Variable
wahlen wie du moéchtest und danach dann die Ubrigen beiden Variablen berechnen.

(©) Karlsruhe 2014 | SchullV Seite 10/51 www.MatheLV.net

Vervielfaltigung nur innerhalb einer Lehrer-/Klassen- oder Schullizenz und mit Hinweis auf MatheLV erlaubt.


http://www.SchulLV.net
http://www.MatheLV.net
http://www.SchulLV.net
http://www.MatheLV.net

N4

Baden-Wiirttemberg | Abitur (GTR) k" M th LV
athe

Prifungswissen | Original-Priifungen

Setze also zum Beispiel m3 = 2 und setze dies in die beiden Gleichungen ein. Damit
erhaltst du:

(1) mi+my=0

(2) Mm1+3my+4-2=0m1+3m>=-—8

Nun kannst du (1) zum Beispiel nach m1 umstellen:
mi+mpy =20 | —m3

mi = —mpy

und das fur m1 in (2) einsetzen, dann erhaltst du:

(1) my=—my

(2) —m>+3my, =-8 zusammenfassen
2my = —8 [:2
my =—4

damit hast du jetzt einen Wert fir m; und einen fir ms, den du eben selbst gewahlt
hast und kannst nun den noch fehlenden Wert fliir ms berechnen, indem du m» in (1)
einsetzt:

(1) m=—-mz=—(-4)=4

mi 4
Also hast du fir den Normalenvektor m der Ebene E, den Vektor m = my | =|—-4
ms 2
berechnet
2
Du hast also den Normalenvektor der Ebene E; mit m=|=2
1
4
und den Normalenvektor der Ebene E; mit m = | —4 | gegeben.
2

Uberpriife nun, ob sie parallel zueinander sind, also in dieselbe Richtung zeigen.

Schaust du dir die Vektoren einmal genau an, kannst du sehen, dass du m leichtin
umrechnen kannst: 2- 0 =m.

Das bedeutet, dass beide Vektoren in dieselbe Richtung zeigen, m nur doppelt so lang
wie 1 ist.

Da beiden Normalenvektoren der Ebenen E; und E; in dieselbe Richtung zeigen und
damit parallel sind, sind die Ebenen E; und E; parallel zueinander.

» Ebenengleichung bestimmen

Du sollst eine Ebenengleichung von E3 aufstellen. Die Ebene soll parallel zu E; undE>
liegen und genau in der Mitte zwischen ihnen liegen.
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Du kannst die Gleichung in Koordinatenform aufstellen, also in der Form, in der du auch
E1 gegeben hast. Dazu bendétigst du einen Normalenvektor, also irgendeinen Vektor der
senkrecht zu E3 steht und einen Punkt der in der Ebene E3 liegt, damit du beides in die
Standardkoordinatengleichung einsetzen kannst.

1. Schritt: Normalenvektor finden

Der Normalenvektor von E3z muss senkrecht zu ihr verlaufen, die Lange des Vektors ist
flr die Ebenengleichung unwichtig. Du kennst bereits einen Vektor, der senkrecht zu E3
liegt, namlich den Normalenvektor der Ebene E1, da diese beiden Ebenen parallel sein
sollen, muss der Normalenvektor von E; auch senkrecht zu E3 liegen.

2
Damit ergibt sich fur den Normalenvektor von Es: n=|=2
1
2. Schritt: Punkt in E3 finden
Die Punkte, die in E3 liegen, sind von E; genauso weit entfernt wie von E>. Sie sind also
alle Mittelpunkte einer Strecke zwischen einem Punkt in E; und einem Punkt in E>.

Berechne also den Mittelpunkt einer Strecke zwischen einem Punkt in £7 und einem in

E>. Einen Punkt, der in der Ebene E; liegt kennst du bereits, den Aufpunkt der Ebenen-
7

gleichung: | 7 | = OP

5

Einen Punkt, der in E; liegt kannst du berechnen, indem du zwei beliebige Zahlen in

die Ebenengleichung von E; flr beispielsweise x1 und x; einsetzt und x3 berechnest,

indem du die Gleichung nach x3 auflost:

Wahle zum Beispiel x;1 =1 und x2 = 1. Dann bekommst du die Gleichung:
2:1—-2-14+x3=-1 zusammenfassen

X3 = —
Daraus ergibt sich der Punkt Q(1 | 1| —1), der in der Ebene E; liegt.

Berechne nun den Mittelpunkt M zwischen P und Q mit der Formel zur Berechnung des

7 1 7 4
Mittelpunkts:O_I\)/l=O_ﬁ+%-(aﬁ—aﬁ)= 7 +%- 1 (—|7 =4
5 -1 5 2

Der Mittelpunkt M(4 | 4] 2) liegt in der Ebene Es.
3. Schritt: Ebenengleichung aufstellen

Nun hast du alle Zutaten flUr die Ebenengleichung in Koordinatenform zur Ebene E3
und kannst diese in die allgemeine Koordinatengleichung E : ni1x1 + nx2 + n3x3 = d
einsetzen.

Beginne mit dem Normalenvektor; Dann ergibt sich die Gleichung:
Ez3:2-x1—2-X2+x3=d
Wenn du nun eine Punktprobe mit dem Punkt M durchfihrst und diesen in die Gleichung
einsetzt, kannst du damit d ausrechnen:
E3:2-4—2-44+2=d

d=2
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Damit hast du die vollstandige Ebenengleichung der Ebene E3: E3: 2:x1—2:X2+X3 =2

Eine Ebenengleichung der Ebene E3 lautet E3:2-x1—2 X2+ X3 =2

Aufgabe 8 (4P)
a) » Wahrscheinlichkeiten berechnen Peter dreht zwei zufallig gewahlte Karten um

und lasst sie aufgedeckt auf dem Tisch liegen.

Da Peter jede Karte nicht sofort wieder zurtcklegt und alle Karten neu durchmischt,
entspricht dies dem Ziehen ohne Zuriicklegen. Wird also eine Karte aufgedeckt,
fallt diese weg und kann nicht erneut aufgedeckt werden. Sind es anfangs also neun
Karten und Peter deckt die erste Karte auf, sind fur die zweite Karte nur noch acht
Karten Ubrig die aufgedeckt werden kénnen. Ist die erste Karte beispielsweise eine
Dame bleibt dann nur noch eine Dame Ubrig, die bei der zweiten Karte aufgedeckt
werden kann. Somit verandern sich die Wahrscheinlichkeiten nach dem Aufdecken
der ersten Karte. Du hast die Anfangswahrscheinlichkeiten gegeben:

Ein Ass aufzudecken: g, Einen Kénig aufzudecken: % = % Eine Dame aufzudecken:
2
§.
4 3

1. Karte 9 9

2

9

Ass Dame Konig
2.K s/ 1 2 /1] \& %/ 1
. Karte 8 8 2/ 1 8 2
8 2 8 3 T 4

Ass Dame Kénig Ass Dame Kénig Ass Dame Konig
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» A: Es liegt kein Ass aufgedeckt auf dem Tisch 0.2cm Die Wahrscheinlichkeit
ein Ass aufzudecken betragt % und kein Ass aufzudecken g.

Die Wahrscheinlichkeit dass die erste Karte kein Ass ist liegt also bei g. Flr die zwei-
te Karte bleiben jetzt nur noch 8 Karten ubrig, die Wahrscheinlichkeit hier kein Ass
zu erwischen andert sich, da jetzt eine Karte weniger da ist, die kein Ass ist. Dann
bleiben fur die zweite Karte noch die Wahrscheinlichkeiten:

Ein Ass aufzudecken: g = % und Kein Ass aufzudecken: % = %

Um die gesamte Wahrscheinlichkeit zu berechnen, multipliziere nun beide Wahr-

scheinlichkeiten daflr, kein Ass zu erwischen:
3.1 _ 5
9°2~ 18

» B: Eine Dame und ein Ass liegen aufgedeckt auf dem Tisch Hier gehst du

nun ahnlich vor wie eben: Berechne die Wahrscheinlichkeit daflr, dass die erste
Karte eine Dame und die zweite Karte ein Ass ist, und addiere dazu die Wahrschein-
lichkeit dafur, dass die erste Karte ein Ass und die zweite Karte eine Dame ist.

Die Wahrscheinlichkeit, dass die erste Karte eine Dame ist liegt bei %, nun ist eine
Dame weniger im Spiel und damit betragt die Wahrscheinlichkeit, dass die zweite
Karte ein Ass ist g = %

Die Wahrscheinlichkeit, dass die erste Karte ein Ass ist betragt g, damit bleiben fur
die zweite Karte wieder nur 8 Karten mit einem Ass weniger Ubrig und die Wahr-
scheinlichkeit, dass die zweite Karte eine Dame ist betragt % = %.

Die gesamte Wahrscheinlichkeit, dafur, dass eine Dame und ein Ass aufgedeckt auf

dem Tisch liegen ergibt sich somit aus:
2 1,4 1_2

9'279'2= 79"
» Mogliche Werte fiir X bestimmen

Die Zufallsvariable X gibt die Anzahl der Spielkarten an, die aufgedeckt auf dem
Tisch liegen, wenn zum ersten Mal ein Ass aufgedeckt wurde.

Da sich unter den neun Karten vier Asse befinden, muss spatestens die sechste
aufgedeckte Karte ein Ass sein.

Also kann X die Werte 1,2, 3, 4,5 oder 6 annehmen.

» Wahrscheinlichkeit berechnen

P(X < 2) beschreibt die Wahrscheinlichkeit dafur, dass spatestens die zweite aufge-
deckte Karte ein Ass ist und setzt sich aus den Wahrscheinlichkeiten P(X = 1) und
P(X = 2) zusammen.

PX=1)= g ist die Wahrscheinlichkeit, daflr dass die erste Karte in Ass ist, die du
bereits in Aufgabenteil a) 6fter verwendet hast.

P(X =2) = g -% = 1—58 ist die Wahrscheinlichkeit dafir, dass die erste aufgedeckte
Karte kein Ass, und die zweite Karte ein Ass ist.

Daraus ergibt sich P(X < 2) =P(X = 1)+ P(X =2) = g + 15 = 13

Aufgabe 9

» Antwort begriinden

Du sollst beantworten, ob es eine ganzrationale Funktion vierten Grades geben kann,
deren Graph drei Wendepunkte besitzt.

Uberlege dir zuerst was es bedeutet, wenn der Graph einer Funktion f einen Wende-
punkt hat, und wie die Funktion grundsatzlich aussehen muss.

Fir den Wendepunkt gibt es die notwendige und die hinreichende Bedingung.
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Die notwendige Bedingung fur einen Wendepunkt besagt, dass der Wert der zweiten
Ableitung von f 0 sein muss, also f”/(x) = 0 gelten muss. Das bedeutet, damit der Graph
einer Funktion drei Wendepunkte hat, muss die zweite Ableitung an drei verschiedenen
Stellen den Wert 0 haben, die zweite Ableitung muss folglich drei Nullstellen haben.
Uberpriife, ob dies der Fall sein kann.

Uberlege dir, wie eine ganzrationale Funktion vierten Grades aussehen muss. Dass sie
den Grad 4 hat bedeutet, dass der hdchste Exponent, den ein x haben kann, 4 ist. Damit
sieht eine ganzrationale Funktion vierten Grades so aus: f: a-x*+b-x3+c-x2+d-x+e
Schaue dir nun an, welche Gestalt die zweite Ableitung hat, da fir einen Wendepunkt
die zweite Ableitung von Bedeutung ist. Bilde die ersten beiden Ableitungen von f:
ff)=4-a-x3+3:b-x2+2-c-x+d

f’(x)=4-3-a-x2+3-2-b-x+c¢C

f”(x) hat den Grad 2. Eine Funktion hat immer hdchstens so viele Nullstellen, wie ihr
Grad. Demnach hat die zweite Ableitung von f hdchstens zwei Nullstellen. Und da die
Nullstellen der zweiten Ableitung gerade die Wendestellen von f sind, kann f héchstens
zwei Wendestellen besitzen.

Der Graph einer ganzrationalen Funktion vierten Grades kann nicht drei Wendepunkte
besitzen, denn an jeder Wendestelle hat die zweite Ableitung der Funktion eine Null-
stelle. Da die zweite Ableitung einer ganzrationalen Funktion vierten Grades den Grad
2 hat, kann diese maximal zwei Nullstellen besitzen und damit hat jeder Graph einer
ganzrationalen Funktion vierten Grades maximal zwei Wendestellen.
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Wahlteil Aufgabe A 1

Aufgabe A 1.1

Der Querschnitt eines 50 Meter langen Bergstollens wird beschrieben durch die x-Achse
und den Graphen der Funktion f mit
f(x)=0,02x*—0,82x%+8; —4 <x <4 (xund f(x) in Meter).

a) » Stellen mit der steilsten Steigung berechnen (6P)

Du sollst zuerst die Stellen berechnen, an denen die Wande am steilsten verlaufen.
Die Wande verlaufen dort am steilsten, wo sie die groRte positive bzw. die betrags-
maBkige grote negative Steigung haben. Da der Graph der Funktion f die Wande
des Bergstollens darstellt, suchst du also die Stellen des Graphen, an denen er die
steilste Steigung hat. Das sind die Stellen mit der groSten bzw. kleinsten Steigung.

Die Steigung eines Graphen einer Funktion wird durch den Graphen der ersten Ab-
leitung beschrieben.

Du suchst demnach also die Maxima und Minima der ers-
ten Ableitung f/ von f. Diese kannst du mit deinem GTR

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP n

@ Karlsruhe 2014 | SchullV

bestimmen. Bilde dazu zuerst die erste Ableitung f’ von
f mit deinem GTR. AnschlieBend kannst du die Maxima
und Minima von f’ bestimmen. Die erste Ableitung von f
kannst du im Y=-MenU deines GTR bestimmen, indem du
dort zuerst den Funktionsterm von f eingibst. Gib nun als
zweite Funktion die erste Ableitung ein. Den Befehl fur
Ableiten findest du unter‘MATH — 8: nDeriv( ‘ Gib in die
Klammer Y1 fUr die erste Funktion f ein. Wahle dazu unter
|[VARS — Y-VARS — Function |Y1aus.

Zeichne nun den Graphen von f’ mit GRAPH. Bestimme die
Maxima mit| 2ND — TRACE (CALC) — 4: maximum

Der GTR liefert dir das Ergebnis:
X~—2,61,y~2,86

Bestimme nun die
‘ZND — CALC — 3: minimum ‘
Der GTR liefert dir das Ergebnis:
X~2,61,y~-—2,86.

Dies sind die Stellen von f mit der steilsten Steigung, also
die Stellen, an denen die Wande des Stollens am steilsten
verlaufen.

Minima mit

Plotl Plot2 Plot3

B\Y 2B (Y1) goy
B\Y3=
B\Ysq=
B\Ys=
IN\Ye=

FLOAT AUTO REAL RADIAN MP n

FLOAT AUTO REAL RADIAN MP n
M

CALC MINIMU
Y2=nDeriu(Y1,X:X)

J
M

Y=-2.858044

Minimum
X=2.6146538

Die Wande des Stollens verlaufen ungefahr 2, 61 Meter links und rechts der Stollen-

mitte am steilsten.
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» Winkel berechnen

Du sollst den Winkel a berechnen, den die Wan-
de an den steilsten Stellen mit der Horizontalen g1+ J
einschliel3en.

a ist der Steigungswinkel der Tangente t an
dem Punkt des Graphen; das ist der Winkel, \\
den die Tangente mit der x-Achse bildet. Die-
sen Winkel kannst du in der Skizze sehen.

Die Tangente an einem Punkt ist die Gerade, die
den Graphen nur in diesem einen Punkt berUhrt
aber nicht schneidet. Sie hat dieselbe Steigung
wie der Graph in dem berihrten Punkt. Dem-
nach ist der Funktionswert der ersten Ableitung
des Beruhrpunktes die Steigung der Tangen-
te. Der Steigungswert m im BerUhrpunkt ergibt > \
sich durch ﬁ—i. In der Skizze rechts kannst du

sehen, dass Ay die Gegenkathete von a und Ax

~

=

(6]

A

w

[aE)

. . . . o
die Ankathete von o ist. Demnach ist der Stei-
A Gegenkathete 4 5 AX \< X
gungswert m = A_i = m = tan(O(). 1 < 3 1

Der Graph von f verlauft achsensymmetrisch zur y-Achse, was du daran erkennen
kannst, dass im Funktionsterm von f nur gerade Exponenten vorkommen.
Damit verlaufen auch die Wande des Bergstollens achsensymmetrisch zur Stollen-
mitte. Daher sind die Winkel an den steilsten Stellen auf beiden Seiten gleich grofs.
Es reicht demnach, nur einen Winkel zu berechnen.
Berechne also den Steigungswinkel der Tangente am Maximum.
Du kennst bereits den Funktionswert der ersten Ableitung f/ an dieser Stelle und
weilt, dass dieser der Steigungswert m ist. Damit ergibt sich fur a:
tan(a) = m
= 2,86 | tan—?!
a = tan™!(2, 86)

Damit kannst du nun im Rechen-Modus des GTR den Winkel
a berechnen.

Du erhaltst das Ergebnis: a =70, 73°.

An den steilsten Stellen, schlieBen die Wande mit der Hori-
zontalen einen Winkel o der GroRe 70, 73° ein.
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» Volumen des Wassers berechnen

Du sollst berechnen, wie

viel Wasser sich in dem \
Stollen befindet, wenn
das Wasser 1,7 Meter S1
hoch steht 4, A
In der Skizze sind die
wesentlichen Teile des A1
Graphen von f, sowie -4 -3 2 -1 1 2 3 4 X
die Wasseroberflache
dargestellt.

Q
N
W
N

=

Die Oberflache des Wassers wird dabei durch die Gerade a mit der Gleichung
a(x) = 1, 7 beschrieben. Bis zu dieser Gerade steht das Wasser in dem Stollen. Der
Querschnitt des Wassers wird demnach durch die gesamte graue Flache A in der
Skizze dargestellt. Das Volumen eines solchen Kérpers kannst du Uber die Formel
V = G- h berechnen. G steht flr die Grundflache und h fur die Hohe. In diesem Fall
ist die Grundflache die Flache, die in der Skizze grau hinterlegt ist. Die H6he ist die
Lange des Bergstollens. Deshalb kannst du das Volumen des Wassers berechnen, in-
dem du den Flacheninhalt des Querschnitts des Wassers mit der Lange des Stollens
multiplizierst.

Du musst also zuerst den Inhalt der Fldche A berechnen, um diesen spater mit der
Lange des Stollens multiplizieren zu kénnen. Dazu benétigst du die Schnittpunkte
des Graphen mit der Gerade a.

Gehe also folgendermalen vor:
e Schnittpunkte des Graphen von f mit der Gerade a berechnen
e Flacheninhalt berechnen

e Volumen berechnen

Die Schnittpunkte des Graphen von f mit der Geraden a kannst du berechnen, indem
du die Graphen der beiden Funktionen in deinem GTR zeichnest.

1. Schritt: Schnittpunkte berechnen

Nun kannst du die Schnittpunkte unter
‘ZND — TRACE(CALC) — 5: intersect bestimmen.
Du suchst nur Schnittpunkte, die innerhalb des Intervalls
[—4; 4] liegen, das dir in der Aufgabe vorgegeben ist. Du
erhaltst demnach die beiden Lésungen:

x1~—3,2und x2 ~ 3,2 A

Die Koordinaten der beiden Schnittpunkte lauten demnach S;(—3,2 | 1,7) und
52(3,211,7).

2. Schritt: Flacheninhalt berechnen

Du brauchst nur den Inhalt der Flache links oder rechts der y-Achse zu berechnen
und spater zu verdoppeln, da der Graph von f achsensymmetrisch zur y-Achse ist.

Berechne also den Inhalt der Flache links der y-Achse:

(©) Karlsruhe 2014 | Seite 18/51

Vervielfaltigung nur innerhalb einer Lehrer-/Klassen- oder Schullizenz und mit Hinweis auf MatheLV erlaubt.


http://www.SchulLV.net
http://www.MatheLV.net
http://www.SchulLV.net
http://www.MatheLV.net

v

Baden-Wiirttemberg | Abitur (GTR)
Prifungswissen | Original-Priifungen
» Abitur 2013 | GESAMTE PRUFUNG Lésungsblatt

"‘ MathelV

(ausfiihrlich)

Diesen Teil der Flache kannst du ebenfalls in zwei Teile aufteilen:
e A1: den Teil von der Nullstelle bis zum Schnittpunkt S3

e Ay: den Teil von S1 bisx=0

Dann ergibt sich der gesamte Flacheninhalt A=2-(A1 + A2)

Berechne nun den Inhalt der beiden Teilflachen A; und A; getrennt:

1. Teilflache A3

Berechne zuerst den Inhalt der Flache zwischen dem Graphen von f und der x-Achse
bis zum Schnittpunkt. Den Inhalt einer Flache unterhalb eines Graphen wird immer
mit Hilfe eines Integrals berechnet.

Der Inhalt der Teilflache ergibt sich aus dem Integral Uber f in den Grenzen a = —4
und b = —3, 2, wobei die untere Grenze die in der Aufgabe linke Begrenzung fur x,
also das linke Ende des Bergstollens ist, und die obere Grenze der Schnittpunkt S1.

Dieses Integral kannst du im GTR bestimmen, indem du zuerst den Graph zeichnen
[asst.

Unter|2ND — TRACE(CALC) — 7 ‘ findest du den Befehl fur
ein Integral. Wahle nun den Graphen von f aus und besta-
tige mit EXE. Dort musst du nun zuerst die untere (a = —4)
und anschlielend die obere Grenze (b = —3, 2) des Integrals
eingeben.

Du erhaltst dann das Ergebnis: {E0gdx= 61707605

A1 ~0,617

2. Teilflache A>

Die zweite Teilflache ist ein Rechteck. Das heil3t, du kannst deren Inhalt ohne Integral
berechnen. Den Flacheninhalt eines Rechtecks kannst du mit der Formel A =a:-b
berechnen, wobei a die Lange des Rechtecks und b die Breite des Rechtecks ist.

NORMAL FLOAT AUTO REAL DEGREE MP n
CALC INTEGRAL OVER INTERVAL

Schaust du dir noch einmal die Skizze oben an, kannst du sehen, dass die Lange
der rechteckigen Flache A, der Betrag der x-Koordinate von S; und die Breite der
rechteckigen Flache A, der Betrag der y-Koordinate von S ist. Damit ergibt sich:
Ary=|—3,2|-|1,7| =5, 440

Den gesamten Flacheninhalt A berechnest du dann, indem du die Flacheninhalte der
beiden Teilflachen addierst und anschlieBend verdoppelst, da du ja nur den Inhalt der
Flache links der y-Achse berechnet hast:
A=2-(A1+A2)=2-(0,617+5,440)=2:6,057=12,114

Der Flacheninhalt der Flache A des Querschnitts des Wassers betragt 12,114 FE.

3. Schritt: Volumen berechnen

Wie oben schon erwahnt, berechnet sich das Volumen durch , Grundflache mal HG-
he“. Um das Volumen des Wassers zu berechnen, musst du also nur noch den
berechneten Flacheninhalt mit der Lange des Tunnels multiplizieren: V = A-50 =
12,114-50=605,7

In dem Stollen befinden sich 605, 7 m3 Wasser.
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b) » Den kleinsten Abstand berechnen (3P)

Eine Lampe soll in 6 Me-
tern Hohe aufgehangt werden,
muss dabei aber einen Sicher-
heitsabstand von 1,4 Metern
zu den Wanden einhalten. Du
sollst Uberprifen, ob dieser
Abstand eingehalten werden
kann.

Weil der Stollen symmetrisch
ist, ist es am sinnvollsten, die
Lampe in der Mitte aufzuhan-
gen, denn dann hat die Lampe
links und rechts den gleichen
Abstand zur Wand. Damit er-
gibt sich der Punkt L(0 | 6), an
dem sich die Lampe befindet.
Um zu Uberprufen, ob der Si-
cherheitsabstand eingehalten
werden kann, berechne den
geringsten Abstand, den die
Lampe zu einem Punkt der
Wand hat.

Um den kleinsten Abstand der Lampe zu der Wand des Stollens zu bestimmen, stelle
zuerst eine Funktion auf, die den Abstand von L zu irgendeinem Punkt (x | f(x)) des
Graphen beschreibt.

+L(0-|-6)

Den Abstand d zwischen zwei Punkten A(a1 | az) und B(bi1 | bp) berechnet man mit
der Formel:

d=+/(a1—b1)? + (a2 — b2)?

AnschlieSend musst du das Minimum dieser Funktion bestimmen. Der Funktionswert
dieser Funktion d entspricht dem Abstand zur Lampe. Vergleiche zum Schluss also
den Funktionswert des Minimums mit dem vorgegebenen Sicherheitsabstand, um
herauszufinden ob er eingehalten werden kann.

1. Schritt: Abstandsfunktion aufstellen

Setze in die Abstandsformel (x | f(x)) , womit die Punkte des Graphen beschrieben
werden, und die Koordinaten des Punktes L, an dem sich die Lampe befindet, ein:

d(x) = v/ (x—0)2 + (f(x) — 6)% = v/x2 + (f(x) — 6)?
Setze fur f(x) den Funktionsterm von f ein:
d(x) = v/x2 +(0,02x% —0,82x2 + 8 —6)2 = /x2 + (0, 02x4 — 0, 82x2 + 2)2
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2. Schritt: Minimum berechnen

Oben hast du bereits das Minimum einer Funktion mit dem

GTR bestimmt, gehe hier also wie oben vor. Du erhaltst dann g
die beiden Ergebnisse, die innerhalb des vorgegebenen In-
tervalls [—4; 4] liegen:

x1~-—1,30,y1~1,46 und x2 ~ 1,30, y2 = 1,46. i

CALC MINIMUM
Yu=T(X2+(0.02X"4-0.82X2+2)2)

Da die y-Koordinate den kleinsten Abstand angibt, den die
Lampe von der Wand hat, kann der Sicherheitsabstand ein-
gehalten werden.

=1.3033081 ¥=1.463089

Die Lampe hat den kleinsten Abstand zur Wand mit 1,4631 Metern, dies ist grolRer
als 1, 4 Meter. Also kann der Sicherheitsabstand eingehalten werden.

c) » Maximale Breite des Wiirfels berechnen (3P)

Ein wdurfelformiger Behalter soll
so in den Stollen gestellt werden,
dass er auf einer seiner Seitenfla-
chen steht.

y
Q
Du sollst nun berechnen, wie breit /
S
6
5
yi|
3
2
1

der Behalter héchstens sein darf.
Der Querschnitt eines Wirfels ist /
ein Quadrat. Den Querschnitt des
Behalters kannst du in der Skizze
sehen. In einem Quadrat sind al-
le Seiten gleich lang. In der Skiz-
ze kannst du sehen, dass die waa-
gerechten Seiten des Wiurfels x + /
X = 2x lang sind. Demnach mus-
sen auch die senkrechten Seiten
des Wadrfels 2x lang sein. Da-

./

Xo

(xo0 1 f(x0))

f(xo

mit weilSt du, dass fur den rech-
ten oberen Eckpunkt der vorde-
ren Seitenflache des Wirfels, der
an die Stollenwand stoft, gelten 4 3 2 1 1 2 3 4 X
muss: f(xg) = 2 - Xop.

Lése die Gleichung nach xp auf
und

erhalte so die x-Koordinaten des oberen rechten Eckpunkts des Wurfels. Der Betrag
der x-Koordinate ist dann die Halfte der maximalen Breite des Wurfels.

Gleichung lésen

Du hast die Gleichung f(xo) = 2x¢ gegeben, die fir die Punkte gelten muss, an denen
der Wiurfel die Stollenwande berthrt. Berechne die Loésung der Gleichung f(xo) = 2x0
, um den x-Wert des Punktes zu berechnen, an dem der Wirfel gegen die Wand stoRt,
also dem Punkt bis zu dem der Wurfel maximal reichen darf.

Du kannst die Gleichung so umformen, dass sie die Form einer Polynomgleichung
hat, die du dann mit dem GTR I6sen kannst:
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f(x0) = 2-Xo
0,02-x4—0,82-x2+8=2-X0 | -2-x0

0,02-x4—0,82-x2+8—2-x0 =0

Diese Gleichung kannst du nun mit dem GTR Idsen, indem du die Nullstellen der
Funktion w mit w(x) = 0,02 -x*—0, 82 -x2 + 8 — 2 - x berechnest. Diese entsprechen
dann genau den Lésungen der Gleichung 0,02 -x%*—0,82-x2+8—2-x=0.

Gib dazu den Funktionsterm von W(X) ein und zeichne den NORMAL FLOAT AUTO REAL DEGREE MP ]

CALC ZERD

zugehorigen Graphen. Du kannst dann die Nullstellen mit e

2ND — TRACE(CALC) 2: zero ‘ bestimmen. \/\i\ /
Der GTR liefert dir das einzige Ergebnis innerhalb des vorge-

gebenen Intervalls mit: x = 2,22 I \/
Dies ist nun, die Halfte der maximalen Breite des Wirfels. R va

Es gilt : Max. Breite des Wurfels =2-:2,22=4,44
Der Behalter darf maximal 4, 44 Meter breit sein, damit er in den Stollen passt.

Aufgabe A 1.2 (3P)

» Wert von t berechnen fiir den f; mehr als nur eine Nullstelle hat
Du hast fir jedes t # 0 die Funktion f: gegeben mit ft(x) = (x—1)-(1— % -eX).

Du sollst den Wert von t berechnen, fir den f; mehr als eine Nullstelle hat.

Berechne dazu die Nullstellen in Abhangigkeit von t. Falls du dort mehr als ein Ergebnis
erhaltst, berechne dann die Werte von t flUr die gegebenenfalls Nullstellen wegfallen,
um auszuschlieBen fur welche Werte von t f; nur eine Nullstelle besitzt.

1. Schritt: Nulistellen in Abhangigkeit von t berechnen

Du suchst die Nullstellen von f;. Das bedeutet du suchst die Lésungen der Gleichung
fil)=(x=1)-(1-¢-)=0

Du kannst sehen, dass der Funktionsterm ein Produkt zweier Terme ist. Ein Produkt ist

genau dann Null, wenn einer der Faktoren Null ist. Du hast demnach zwei Gleichungen
zu l6sen:

e 0=x—-1
¢ 0=(1—1-€
Lose also nun die Gleichung:

0=(x—-1) | +1
l=x

Damit hat jede Funktion f; eine Nullstelle bei x = 1. Berechne nun mégliche weitere
Nullstellen mit Hilfe der zweiten Gleichung:
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0=(1-1.e% | +1.ex
t t
1, x —
T° eX=1 | 't
eX =t ['In()
X = In(t)

Du kennst nun die beiden Nullstellen von f; mit:

x1 = In(t) , was allerdings nur sein kann, wenn t > 0 gilt, da In nur fUr positive Werte
definiert ist

x>=1

Die Funktion hat genau dann mehr als eine Nullstelle, wenn die erste und die zweite
Nullstelle unterschiedlich voneinander sind.

Da die erste Nullstelle noch von t abhangt, kdnnte sie flr einen Wert von t gleich der
ersten Nullstelle sein. Zudem weifSt du, dass die erste Nullstelle sowieso nur fir positive
t existiert, da in In nur positive Werte eingesetzt werden dirfen. Uberprife jetzt, ob es
vielleicht noch Werte von t geben kdnnte, flr die die erste Nullstelle gleich der zweiten
ware, indem du beide gleichsetzt. So untersuchst du, fir welche Werte von t es nur eine
Nullstelle gibt.

1 =In(t) eX ist die Umkehrfunktion von In(x)
el — @ln(t)
e=t

Damit weilst du nun, dass es nur einen positiven Wert von t gibt, fir den die beiden
Nullstellen zusammenfallen, namlich t = e und, dass die erste Nullstelle nur far positive
t existiert.

Also hat f; genau dann, mehr als eine Nullstelle, wenn gilt: t #e und t > 0.
ft besitzt fur alle positiven t # e mehr als nur eine Nullstelle.
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Wahlteil Aufgabe A 2

Aufgabe A 2.1

Ein zunachst leerer Wassertank einer Gartnerei wird von Regenwasser gespeist.

Nach Beginn eines Regens wird die momentane Zuflussrate des Wassers durch die Funk-
tion r mit

r(t)=10.000-(e 9>t—e7t); 0<t<12

beschrieben (t in Stunden seit Regenbeginn, r(t) in Liter pro Stunde).

a) » Maximale momentane Zuflussrate bestimmen (4P)

Du sollst die maximale momentane Zuflussrate in der Re-
gentonne bestimmen. Das Wort ,,maximal“zeigt dir, dass du

FLOAT AUTO REAL DEGREE MP n

hier ein Maximum bestimmen sollst. Es geht um das Maxi- Plotl Plotz Plots

mum der momentanen Zuflussrate. Die momentane Zufluss- '\Y‘E'WB*(emK'ex)
rate wird durch die Funktion r beschrieben. N

Das bedeutet, du sollst das Maximum der Funktion r berech- EE&E

nen. I\Y7=

Dies kannst du mit deinem GTR tun. Gib dazu den Funk-

tionsterm von r im Y=-MenlU ein und zeichne den zu- o PEGREE P

Y1=10000%(e"(-0.5%X)-e"("X))

gehoérigen Graph. Das Maximum kannst du nun unter
2ND — TRACE(CALC) — 4: maximum|bestimmen.

Der GTR liefert dir das Ergebnis:

x~1,39,y=2.500

Die maximale momentane Zuflussrate betragt 2.500 Liter
pro Stunde.

Maximum
X¥=1.386293 Y=2500

» Zeitraum bestimmen, in dem die momentane Zuflussrate groBer als
2.000/ pro Stunde ist

Du sollst den Zeitraum angeben, in dem die momentane Zuflussrate gréBer als
2.000/ pro Stunde ist. Die momentane Zuflussrate wird durch die Funktion r be-
schrieben.

Dazu musst du die Stellen berechnen, an denen die momentane Zuflussrate 2.000/
pro Stunde betragt, und dann Uberprifen, ob die momentane Zuflussrate zwischen
diesen Stellen gréoBBer als 2.000/ pro Stunde ist. Das bedeutet, du musst die Stellen
von r berechnen, an denen der Funktionswert 2.000 betragt und anschlieBend Uber-
prufen, ob r im Intervall zwischen diesen Stellen oberhalb oder unterhalb von 2.000
verlauft. Berechne dazu die Schnittpunkte des Graphen von r mit dem Graphen der
Geraden y = 2.000.

Die Stellen mit r(t) = 2.000 kannst du mit dem

GTR berechnen. Zeichne dazu die beiden Graphen — FRafi
der beiden Funktionen. AnschlieBend kanst du unter

D\
2ND — TRACE(CALC) — 5: intersect|die Schnittpunkte [ \

NORMAL FLOAT AUTO REAL DEGREE MP n
TER:

der Graphen bestimmen. Der GTR liefert dir dann die Ergeb-
nisse, die innerhalb des vorgegebenen Intervalls liegen: Ttarsseiion
X1 ~0,65und x>~ 2,57

Anhand des Graphen kannst du auch erkennen, dass in diesem Intervall der Graph
Uber 2.000 liegt. Du hast also das richtige Intervall gefunden.
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g

Rechne jetzt noch die t-Werte in Zeitangaben um, also in Stunden und Minuten. Die
Zahl vor dem Komma gibt die Stunden an, die kannst du einfach ablesen. Fur die
Minuten ergeben sich:

0,647-60=38,82; (2,572—-2)-60=34,32

Die Zuflussrate ist also von etwa 39 Minuten (t = 0, 647) bis ungefahr 2 Stunden und
34 Minuten (t =~ 2,572) nach Regenbeginn gréf3er als 2.000/ pro Stunde.

» Zeitpunkt berechnen, zu dem die Zuflussrate am starksten abnimmt

Du sollst den Zeitpunkt berechnen, zu dem die Zuflussrate am starksten abnimmt.
Der Graph von r beschreibt die momentane Zuflussrate. Die erste Ableitung von r
beschreibt die Steigung von r. Die Steigung kannst du auch als momentane Ande-
rungsrate auffassen. r’ beschreibt also die Anderung der Zuflussrate.

In der Aufgabe ist nach dem Zeitpunkt gefragt, zu dem die Zuflussrate am starks-
ten abnimmt. Du suchst also ein Minimum der ersten Ableitung r’ von r.

Bilde dazu zu erst die erste Ableitung r’ der Funktion r mit dem GTR und bestimme
anschlieSend ihr Minimum.

Die erste Ableitung r’ von r kannst du im Y=-Men( bestimmen. Den Befehl fiir Ab-
leitungen findest du unter |MATH — 8: nDeriv( ‘ Gib in die Klammer Y1 fur die ur-

sprungliche Funktion r ein. Wahle dazu Y1 unter‘ VARS — Y-VARS — Function ‘ aus.
Zeichne anschlieBend den Graphen der ersten Ableitung r’ von r.

Ein Minimum bestimmst du unter NORHAL FLOAT AUTO REAL DEGREE HP ()
2ND — TRACE(CALC) — 3: minimum|

Der GTR liefert dir das Ergebnis: x~ 2,773, y =—625 H

Rechne den x-Wert nun noch in den Zeitpunkt nach Regen- \ \Y/"
beginn um, da in der Aufgabenstellung nach dem Zeitpunkt

gefragt ist: D0 v=-s249999

Die Zahl vor dem Komma gibt die Stunden nach Regenbeginn an, du brauchst also
nur noch die Nachkommastellen in Minuten umzurechnen.

0,77259-60 ~ 46 min.

Die momentane Zuflussrate nimmt ca. 2 Stunden und 46 Minuten (t ~ 2, 773) nach
Regenbeginn am starksten ab.

» Volumen des Wassers berechnen

Du sollst berechnen, wie viel Wasser sich drei Stunden nach Regenbeginn im Was-
sertank befindet.

Die Funktion r beschreibt, wie viel Wasser zu jedem Zeitpunkt zulauft. Die Menge
des Wassers ist die Summe von allen Zeitpunkten des zugelaufenen Wassers. Du
musstest also alle y-Werte bis zum gesuchten Zeitpunkt zusammenrechnen. Diese
Summe der y-Werte ist zugleich der Flacheninhalt zwischen dem Graphen und der
t-Achse bis zum gegebenen t-Wert.

Den Flacheninhalt zwischen dem Graphen von r und der t-Achse berechnest du hier
Uber ein Integral.

Gesucht ist hier das Integral Uber r in den Grenzen a = 0 und b = 3, da du das
gesamte Wasser berechnen mdchtest, das sich seit dem Beginn des Regens bis drei
Stunden danach im Tank gesammelt hat. Es ergibt sich das Integral :
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f r(t)dt.
0

Dieses Integral kannst du mit dem GTR berechnen.
Lass dir dazu wieder den Graphen von r anzeigen. Unter NORMAL FLOAT AUTO REAL DEGREE HP ]

[2ND — TRACE(CALC) — 7] kannst du den Wert des Inte-
grals berechnen. Gib dort zuerst die untere (a = 0) und an-
schlieBend die obere (b = 3) Grenze des Integrals ein und
bestatige mit ENTER.

Der GTR liefert dir dann das Ergebnis:

CALC INTEGRAL OVER INTERVAL

S£(x)dx=6035.2675
[0,31

3
f r(t)dt ~ 6.035, 3
0

Drei Stunden nach Regenbeginn befinden sich ca. 6.035, 3/ Wasser im Tank.

» Zeitpunkt berechnen, zu dem sich 5.000/ Wasser im Tank befinden

Du sollst den Zeitpunkt berechnen, zu dem sich 5.000/ Wasser im Tank befinden.

Aus dem vorigen Aufgabenteil, weiBt du, dass du den Inhalt des Tanks mit Hilfe des
Integrals Uber r in den Grenzen t = 0 bis t = b berechnen kannst, wobei b der
Zeitpunkt ist, von dem du wissen mdchtest, wie viel Wasser sich gerade in dem Tank
befindet.

Dieses Mal suchst du nicht den Wert des Integrals sondern die obere Grenze und
hast den Wert bereits vorgegeben, namlich 5.000. Statt des t = 3 von eben wahlst
du b als obere Grenze des Integrals und setzt das Integral gleich 5.000, Damit ergibt
sich die Gleichung:

b
J. r(t)dt=5.000
0

Setze dort nun den Funktionsterm von r ein und I6se das Integral auf. AnschlieBend

kannst du die Gleichung mit dem GTR Idsen:

b
5.000 = J r(t)dt einsetzen
Ob
= J 10.000- (e_O’S't - e‘t) dt Faktor vor das Integral ziehen
0 b
= 10.000- J (e—O,S-t - e‘t) dt Stammfunktion bilden
0
= 10.000- [—2 .e~ 05t 4 e—t]g Grenzen einsetzen
= 10.000- (—2 . 0.5b 4 g=b_ (—2 .= 050 4 e_o)) zusammenfassen

10.000-(—2-e705b+e b +1)

Diese Gleichung kannst du nun mit dem GTR l6sen. Gib da-
zu den rechten Teil der Gleichung als Funktionsterm ein und  [RRilERs

NORMAL FLOAT AUTO REAL DEGREE MP n

suche den x-Wert fur den y = 5.000 gilt. Gehe dabei vor wie M
oben.

Der GTR liefert dir dann das Ergebnis, das im vorgegebenen

Intervall liegt: Tersection
X~ 2,456

Das musst du nun wieder in den Zeitpunkt nach Regenbeginn umrechnen, da in der
Aufgabenstellung nach dem Zeitpunkt gefragt ist:
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Die Zahl vor dem Komma gibt wieder die Stunden an. Rechne also noch die Nach-
kommastellen in Minuten um.

0,45589-60 ~ 27

Ungefahr 2 Stunden und 27 Minuten (t ~ 2,456) nach Regenbeginn befinden sich
5.000¢ Wasser im Tank.

» Volumen des Wassers berechnen (4P)

Du sollst berechnen, wie viel Wasser in den ersten zwdIf Stunden nach Regenbeginn
enthommen wird. In den ersten drei Stunden wird laut Aufgabenstellung noch kein
Wasser enthommen. Du musst also nur berechnen, wie viel Wasser in den neun
Stunden nach Beginn der Entnahme entnommen wird.

Die neue Funktion w besteht aus der alten Funktion r von der 400 abgezogen wird.
Es qgilt also w(t) = r(t)— 400. Das bedeutet, dass die momentane Zuflussrate, die
durch den Regen zustande kommt, um 400/ pro Stunde reduziert wird. Es werden
also jede Stunde 400/ aus dem Tank entnommen.

Damit ergibt sich far die 9 Stunden nach Beginn der Entnahme:
9 h-400} =3.600¢
In den ersten zwolf Stunden nach Regenbeginn werden 3.600/ Wasser entnommen.

» Zeitpunkt berechnen, ab dem die Wassermenge im Tank abnimmt

Du sollst den Zeitpunkt berechnen, zu dem die Wassermenge im Tank beginnt ab-
zunehmen. Dies ist genau dann der Fall, wenn die Zuflussrate negativ wird. Die Zu-
flussrate wird fur t > 3 durch die Funktion w beschrieben. Die Wassermenge im Tank
nimmt also ab, wenn die Funktion w negative Funktionswerte hat. Also suchst du
den Wert von t, fir den der Graph von w vom Positiven ins Negative wechselt. Dies
ist bei einer Nullstelle von w der Fall. Das bedeutet, du suchst die erste Nullstelle der
Funktion w.

NORMAL FLOAT AUTO REAL DEGREE MP n
ERD

Nullstellen kannst du mit dem GTR bestimmen. Gib da-
zu wieder den Funktionsterm von w ein und lass dir den
Graph von w anzeigen. Nullstellen kannst du nun unter
2ND — TRACE(CALC) — 2: zero|bestimmen. Du betrach-
test hier nur das Intervall 3 <t<12. g ' =

524743 Y=0

xn
a3
o

@

In diesem Intervall liefert dir der GTR die Losung:
X~ 6,352.

Nun musst du den t-Wert wieder in einen Zeitpunkt nach Regenbeginn umrechnen,
indem du die Zahl vor dem Komma als Anzahl der Stunden nach Regenbeginn abliest
und nun noch die Nachkommastellen in Minuten umrechnest:

0,35247-60~21
Ungefahr 6 Stunden und 21 Minuten (t = 6,352) nach Regenbeginn beginnt die
Wassermenge im Tank abzunehmen.

» Maximale Wassermenge im Tank bestimmen

Du sollst die maximale Menge Wasser berechnen, die sich im Tank befindet.
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Du weilt bereits, dass du die Wassermenge im Tank Uber ein Integral berechnest.
FUr das Integral brauchst du Grenzen, namlich den Beginn des Regens bei t =0 und
den Zeitpunkt, zu dem sich am meisten Wasser im Tank befindet. Du bendtigst also
zuerst den Zeitpunkt, zu dem sich am meisten Wasser im Tank befindet, um dann
die Wassermenge berechnen zu kénnen.

1. Schritt: Zeitpunkt mit der gréoRten Wassermenge berechnen

Der Zeitpunkt, zu dem sich am meisten Wasser im Tank befindet, ist der Zeitpunkt,
bevor die Menge des Wassers im Tank beginnt abzunehmen, weil bis zu diesem Zeit-
punkt immer mehr Wasser in den Tank geflossen ist, als wieder enthommen wurde.

Diesen Zeitpunkt hast du eben berechnet, er liegt bei t = 6,35247.

2. Schritt: Maximale Menge des Wassers berechnen

Du hast bereits berechnet, dass sich nach drei Stunden 6.035, 3/ Wasser im Tank
befinden. Nun musst du noch berechnen, wie viel nach den ersten drei Stunden
dazugekommen ist. Ab t = 3 wird die momentane Zuflussrate durch die Funktion w
beschrieben.

Du brauchst also noch das Integral Gber w in den Grenzen t =3 und t =6, 35247.

Dieses kannst du wieder wie zuvor mit dem GTR berechnen. Mit dem GTR ergibt sich

far die gesamte maximale Wassermenge im Tank:
6,35

6.035,3+J w(t)dt~ 7.842
3

Die maximale Wassermenge im Tank betragt 7.842/.

Aufgabe A 2.2 (4P)

» Flacheninhalt berechnen

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) =sin(m-x) fir 0 < x < 1.
Der Graph von f begrenzt mit der x-Achse eine Flache mit Inhalt A.
Du sollst den Flacheninhalt A exakt berechnen, den Wert also nicht runden.

Den Flacheninhalt, den ein Graph mit der x-Achse einschliel3t, wird immer mit einem
Integral berechnet. Dazu brauchst du die Grenzen des Integrals. Das sind die Nullstellen
der Funktion f im angegebenen Intervall. Berechne also zuerst die Nullstellen, und stelle
anschliefend das Integral auf und berechne es.

1. Schritt: Nullstellen berechnen

Du kannst die Nullstellen mit dem GTR berechnen, falls du dir nicht mehr sicher bist,
wie die Nullstellen von sin(x) lauten.

»» Losungsweg A: Nullstellen erschlieBen

Du weil3t, dass sin(x) bei x =0, x =m, x =2 - usw. den Wert 0 annimmt. Damit weil3t
du, dass sin(m - x) genau bei den x-Werten Null wird, flr die der Inhalt der Klammer bei
sin(m - x) Null oder ein Vielfaches von m ist. In dem vorgegebenen Intervall ist dies flur
X =0 und x =1 der Fall.
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]

»» Losungsweg B: GTR

Du kannst die Nullstellen wie zuvor mit dem GTR berechnen.

Dazu musst du das Winkelmal des GTR auf Radian umstellen. \
AnschlieBend erhaltst du die Ergebnisse : x =0 und x = 1. /1 /
Demnach hat f Nullstellen bei x =0 und x = 1. geno -

2. Schritt: Integral aufstellen und berechnen

Du hast nun die Grenzen des Integrals, und die Funktion Uber der das Integral berechnet
werden soll. Damit kannst du das Integral aufstellen:

1
A= j F()dx
0

1
A= j fF(x)dx
0

eine Stammfunktion von sin(x) ist — cos(x). Es handelt sich um eine verkettete Fun

1
= f sin(m - x)dx
0

1
= [_% -cos(m- x)] Grenzen einsetzen

o

= —% -cos(m) — (—% . COS(O))) cos(m)=—1;cos(0)=1

=2+

AN

Der Flacheninhalt A betragt exakt % Flacheneinheiten.

» Funktionsgleichung aufstellen

Der Graph einer ganzrationalen Funktion g zweiten Grades schneidet die x-Achse bei
x =0 und x = 1 und schlieBt mit der x-Achse eine Flache ein, deren Inhalt halb so grof3
wie A ist.

Du sollst nun eine Funktionsgleichung von g ermitteln.
Du besitzt folgende Informationen tber g:

e Du weilst, dass g den Grad 2 haben soll, der héchste Exponent im Funktionsterm
ist also 2. Eine ganzrationale Funktion zweiten Grades hat im Allgemeinen den
Funktionsterm g(x) = ax? + bx + c.

e g besitzt die beiden Nullstellen x = 0 und x = 1. Das bedeutet, dass g(0) =0 und
g(1) =0 qgilt.

e Der Inhalt A, der Flache, die der Graph von g mit der x-Achse einschliel3t, ist halb
so grol3 wie A.

Setzt du diese Informationen nach und nach in die allgemeine Funktionsgleichung ein,
erhaltst du drei Gleichungen, mit deren Hilfe du dann a, b und ¢ berechnen kannst.

Dies kannst du mit dem GTR oder handschriftlich tun.
»» Losungsweg A: GTR

Es gilt: g(x) = ax? + bx + c. Setzt du g(0) = 0, so erhéaltst du die Gleichung:
) 0=a-0%2+b-0+c=c.
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Setze ebenfalls g(1) = 0 ein und erhalte die Gleichung:
) 0=a-12+b-1+c=a+b+c.
Du kennst bereits den Inhalt der Flache A. Mit A = % ergibt sich flir A;: Ay = % A= %

Den Flacheninhalt Az kannst du mit einem Integral GUber der Funktion g ausdrucken, es
hat die Grenzen x = 0 und x = 1, da diese die Nullstellen von g sind. Den Wert des
Integrals kennst du bereits, das bedeutet du erhaltst die folgende Gleichung:

1
1) %:f (ax? + bx + c)dx.
0

Lose nun noch das Integral auf, indem du eine Stammfunktionen bildest und die Grenzen
einsetzt:

1
1= J. (ax? + bx + c)dx
0
1

= [%-a-x3+%-x2+c-x]o Grenzen einsetzen
= %-a-13+%-b-12+c-1—(%-a-03+%-02+c-0) vereinfachen
=1, 1,

=3-a+5-b+c

Damit ergibt sich far Ill) % = % -a+ % -b+c.
Nun hast du ein Gleichungssystem aus drei Gleichungen mit drei Variablen gegeben:
I 0=0a+ 0b+ 1c

1] 0=1a+ 1b + 1c

1 _1 1
11 1—1_3a+2b+1c

Dieses lineare Gleichungssystem lasst sich als Matrix in den
GTR eingeben: NORHAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP [}
Wechsle mit |[2ND — x~! (MATRIX) — EDIT|ins Matrix-Menti  ['masas °;* o

und wahle eine 3x4-Matrix aus, in die du die Koeffizienten s e
einsetzt.

Verlasse das Matrix-MenU und gib Uber
2ND — x~1 (MATRIX) — Math| den Befehl rref ein. Set-

ze die Matrix mit|2ND — x~1 (MATRIX) — ENTER|ein.
Du erhaltst dann das Ergebnis:

9 @ -1.909859317
a~ —1,191 2 é 21) 1.909859317

o=

FLOAT AUTO REAL RADIAN MP n

0

b~ 1,191

cx~0

Damit lautet die Funktionsgleichung von g: g(x) =—1,91-x2+ 1,91 -x

»» Losungsweg B: Handschriftlich

Setzt du g(0) =0 in g(x) ein, erhaltst du die Gleichung:
a-02+b-0+c=0 vereinfachen
c=0
Nun weiSt du, dass ¢ = 0 gilt. Setzt du nun noch g(1) = 0 in die Funktionsgleichung ein,
erhaltst du die Gleichung:
a-12+b-1=0 | —a
b=-a
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Damit ergibt sich fiir g nun die Funktionsgleichung g(x) = ax? — ax.

Nun weilst du zusatzlich, dass der Inhalt A, der Flache, die der Graph von g mit der
Xx-Achse einschliel3t, halb so grof§ wie A ist. Mit A = % ergibt sich fur A;: Ay = %

Die Flache A, kannst du mit einem Integral Uber der Funktion g ausdriicken, es hat die
Grenzen x = 0 und x = 1, da diese die Nullstellen von g sind. Den Wert des Integrals

kennst du bereits, das bedeutet mit der folgenden Gleichung kannst du a berechnen:

1
1 _ — y2
7= f g(x)dx g(x) = ax?—ax
0
1
= f (CIX2 — ax) dx Faktor a ausklammern und vor das Integral ziehen
0
1
=aq- J. (X2 — X) dx Stammfunktion bilden
0
1 3 1 2 1 .
=da- [§ X7 = 5 X ]0 Einsetzen der Grenzen
= a-[(%-13—%-12)—(%-03—%-02)] vereinfachen
—qg-(1_1
=a (3 2)
= 1
= a-(—G)
—_ 1,
=—z-a | -(—6)

Al A=

Nun hast du auch a berechnet und kannst es in g einsetzen.
Eine mdgliche Funktionsgleichung von g lautet g(x) = —% X% + % - X.
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Wahilteil Aufgabe B 1

Aufgabe B 1.1

Ein Wurfel besitzt die Eckpunkte O(0|01]0), P(6]0]0), O(0|6|0) und R(0|0|6).
Gegeben ist auRerdem die Ebene E: 3x; + x3 =8

a) » Wiirfel in einem Koordinatensystem darstellen (5P)

Du sollst den Warfel mit den gegebenen Eckpunkten, gemeinsam mit der Ebene E
in einem Koordinatensystem darstellen. Beginne zuerst mit dem Wurfel und zeichne
anschlieend die Ebene ein.

Um den Wirfel in einem Koordinatensystem darzustellen, kannst du so vorgehen:
e Zeichne das Koordinatensystem
e Trage die gegebenen Eckpunkte in das Koordinatensystem ein
e Erganze die fehlenden Eckpunkte und die Kanten des Wurfels

1. Schritt: Koordinatensystem zeichnen

Um den Wadarfel in einem Koordinatensystem darzustellen, brauchst du zuerst ein
Koordinatensystem. Beginne also indem du dieses zeichnest. Du siehst, dass die
Koordinaten der Eckpunkte des Wirfels jeweils aus drei Komponenten bestehen. Das
bedeutet, es handelt sich um ein dreidimensionales Koordinatensystem.

Du brauchst also drei Achsen:
e x1-Achse: die Achse, die nach ,vorn“ bzw. ,hinten” l3auft.
e Xx2-Achse: die Achse, die nach ,rechts” bzw. ,links” l1auft.
e x3-Achse: die Achse, die nach ,oben” bzw. ,unten“ 1auft.

Nun musst du noch wissen wie lang du die Achsen zeichnen musst. An den Koor-
dinaten der Punkte, die gegeben sind, kannst du sehen, dass es keine negativen
Koordinaten gibt, du brauchst also vermutlich nicht die negativen Teile der Achsen
zeichnen. Lasse trotzdem ein wenig Platz rund um das Koordinatensystem, falls du
es doch noch verlangern musst.
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Um herauszufinden, wie lang die x1-Achse

mindestens sein muss, vergleiche die x1- } } } } ma } } } } } } } } } }
Koordinaten der Punkte miteinander, die g+

dir gegeben sind. Die x1-Achse muss min- 5

destens genauso lang sein, wie die grof3te 4

der x1-Koordinaten, damit auch alle Punk- 3

te in das Koordinatesystem passen. Ge- A

nauso gehst du jeweils mit der x;-Achse

und mit der x3-Achse vor, nur eben mit T X
den entsprechenden Koordinaten. I L N I
Vergiss nicht, die Benennung der Achsen W@JM
einzutragen. N4

Damit ergibt sich dann zum Beispiel das X1 @5

Koordinatensystem, das du rechts sehen } } } } } } } } } } } } } } }
kannst.

2. Schritt: Punkte eintragen

Du hast vier Eckpunkte des Wirfels gegeben: O(0|0]0), P(6]0]0), Q(0|6]0) und
R(0|0]6).

Du hast bereits das Koordinatensystem } } } } ma } } } } } } } } }
gezeichnet. Trage dort nun die Punkte ein. L aR00e N

Wie oben schon erwahnt, gibt die erste 5

Koordinate an, wie viele Schritte du nach 4

vorn, entlang der x;-Achse, gehen musst. 3

Demnach gibt die zweite Koordinate an, A

wie viele Schritte du von dort aus nach

rechts gehen musst und die dritte Koor- oplo) .((%
dinate gibt an, wie viele Schritte du an- EREEER
schlieRend noch nach oben gehen musst. W@_‘I_Z_SJ_SJ;
Dort tragst du dann den Punkt ein. p(sgn!m\/5\4

Es ergibt sich dann das Bild, das durechts ~ X1,Xg~ |
sehen kannst: NS EEEEE

3. Schritt: Fehlende Punkte erganzen

Nun hast du die Punkte im Koordinatensystem eingetragen, die gegeben sind. Da
ein Wurfel aber acht Eckpunkte hat, fehlen dir noch vier Punkte, um den Wirfel zu
zeichnen. Du musst also noch die Ubrigen vier Punkte erganzen, sodass ein Wirfel
entsteht. In einem Wurfel sind alle Kanten gleich lang, die Seitenflachen sind dem-
nach Quadrate.

Anhand deiner bisherigen Zeichnung kannst du sehen, dass du das Dreieck, dass
sich aus den Punkten R, O und Q ergibt, zu einem Quadrat erganzen kannst, indem
du den Punkt T(O | 6 | 6) erganzt. Wenn du die Seiten des Quadrates direkt mit
einzeichnest, ergibt sich Bild 1.

Genauso kannst du auch die untere Seitenflache des Warfels finden, indem du das
Dreieck, das sich aus den Punkten Q, O und P ergibt, zu einem Quadrat erganzt. Das
funktioniert nur mit dem Punkt U(6 | 6 | 0). Damit ergibt sich dann Bild 2.
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Bild 1 Bild 2
3 3
A L R0[0[6 (0l616) ~ L R(0j08 (0le[6)
O o)
E B
J J
A A
4 4
2 2
9 9
QO610)x QO610)x .,
O(01010) < 01010) C
— > >
5 112 3 45 6 >é‘ 112 3 4 576
N3 N3
P(8[0]0) ¢ P(6[0]0) 3¢ )
v \/\5 5 U(61610)
A1 1 YLo[o1v)

Genauso funktioniert das auch fur die linke Seitenflache. Du kannst das Dreieck, das
sich aus den Punkten, R, O und P ergibt, zu einem Quadrat erganzen, indem du den
Punkt V(60| 6) erganzt. Dann ergibt sich Bild 3.

Nun kannst du schon fast einen Warfel erkennen. Ein Eckpunkt fehlt dir noch: der
vordere obere rechte Eckpunkt.

Diesen findest du wieder auf die gleiche Weise, wie die anderen. Du kannst hier zum
Beispiel das Dreieck wahlen, das sich aus den Punkten P, U und V ergibt und dieses
zu einem Quadrat erganzen. Dadurch erhaltst du den Punkt S(6 | 6 | 6). Die Seiten
der Quadrate sind die Kanten des Wirfels. Zeichnest du sie spatestens jetzt ein, hast
du den Wirfel in einem Koordinatensystem dargestellt (vgl. Bild 4).

Bild 3 Bild 4
3 3
A L R(0]0j6 (0l616) A L R(0]0j6 (0l616)
B =
e dixe}
A A
V/(6/0/6) 3 <(6]016) 3 “§(6/6/6)
b 1 1 1 1 ((J/ N 6 o 1 1 1 ((\lr N\ 6
1 1 1 1 4,,’I 7 1 1 1 /.I‘ 7
>€ M1 2 3 4 576 SO 112 4 576
3 N3
P(6[0j0) ¢ 4 P(B[0[0) S
e 'I'IIRIRI'\\ 5 (I(IIRICI’\\
] U(6l610) 3 U(s|610)

» Ebene im Koordinatensystem darstellen

Es fallt auf, dass die Ebenengleichung von E kein x1 enthalt. Die Ebenengleichung
lautet anders ausgedruckt: E: 0-x1+ 3-x2+ 1:x3 = 8. FUr x; kdnnen also beliebige
Zahlen eingesetzt werden. Das bedeutet, die Ebene E ist parallel zur x;-Achse.
Nach dem du diese Parallelitat kennst, bendtigst du noch zwei Punkte, die in der
Ebene liegen. Hierzu bieten sich die beiden Spurpunkte dieser Ebene an, d.h. die
Punkte, in denen die x2-Achse bzw. die x3-Achse die Ebene durchstolRen.

Trage anschlieBend diese Punkte in das Koordinatensystem ein.
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1. Schritt: Koordinaten der Punkte berechnen

Die Spurpunkte Sx, und Sx; haben allgemein die Koordinaten
5x; (0]x2]0) und Sx; (00| x3).

Setze die bekannten Koordinaten in die Koordinatenform der Ebenengleichung der
Ebene E ein und I6se nach der unbekannten Koordinate auf.

Spurpunkt Sx,: 3:x2+0 =8

3x> =8 |:3
x» =8~2,67
Spurpunkt Sx;: 3:0+4+x3 =38
X3 =28
Es folgen die Spurpunkte Sy, (0 | % | 0) und Sx; (0|0 8).

2. Schritt: Punkte im Koordinatensystem eintragen

Nun kannst du die Ebene E im Koor-
dinatensystem darstellen, indem du die
beiden Spurpunkte im Koordinatensystem
eintragst. Gemeinsam mit der Parallelitat
zur x1-Achse kannst du die Ebene E dann
zeichnen. Am besten behiltst du die Uber-
sicht, indem du die Ebene E in einer ande-
ren Farbe zeichnest als den Wurfel.

Dann ergibt sich zum Beispiel das Bild das
du rechts sehen kannst.

T(OIGIG)'

4(616(6)

a@ie)y,

u
N T
o

X4 KR X UGelel0)

» Winkel berechnen

Du sollst den Winkel a berechnen, den die Ebene E mit der x1x2-Ebene einschliel3t.
Du sollst also den Schnittwinkel bestimmen. Dies kannst du mit Hilfe der Formel
fur den Schnittwinkel zweier Ebenen tun.

Die Formel lautet: cos(a) = ‘”1‘ ‘”2

n1 ist dabei der Normalenvektor der ersten Ebene, in diesem Fall der Ebene E und
n_z’ ist der Normalenvektor der zweiten Ebene, in diesem Fall der x1x>-Ebene. Der
Normalenvektor einer Ebene steht immer senkrecht zur jeweiligen Ebene. In der
Ebenengleichung einer Ebene in Koordinatenform kannst du diesen Vektor einfach
ablesen.

Die x1x2-Ebene ist die Ebene, die von der x3-Achse und der x,-Achse aufgespannt
wird. Bildlich kannst du sie dir wie die Bodenflache des Wurfels, den du eben in
das Koordinatensystem gezeichnet hast, vorstellen. Da jeder Punkt, der in der x1x>-
Ebene liegt, eine x3-Kooridnate von Null haben muss, lautet die Gleichung der x1x>-
Ebene in Koordinatenform E; : x3 = 0.
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Da du nun beide Ebenengleichungen in Koordinatenform gegeben hast, kannst du
die jeweiligen Normalenvektoren ablesen, um sie in die Formel einzusetzen.

0
Ein Normalenvektor der Ebene E lautet: n; = | 3
1)
0
Ein Normalenvektor der x1x2-Ebene lautet: n_z) =

Diese kannst du nun in die Formel einsetzen:

cos(a) = ALz einsetzen
i -]
0)(0
3110
1l
= 0 0 cost(1,]10)
.............................. 71.565@5118,
L]
3 0
1 1
— 0-0+3-0+1-1
/02+32412.4/02402+12
1
T /101
cos(a) = % | cos™1
a= cos—l(—%) GTR
=71,6"

Der Schnittwinkel o betragt 71, 6°.

» Abstand von E zur x;-Achse bestimmen

Du sollst den Abstand d zwischen der Ebene E und der x1-Achse berechnen. Die x1-
Achse kannst du als Gerade auffassen. Das heilst, du sollst hier den Abstand zwischen
einer Ebene und einer Gerade berechnen.

Von oben weiBt du: Die Ebene E verlauft parallel zur x;-Achse. Dies siehst du daran,
dass in der Ebenengleichung von E die Koordinate x; nicht auftritt. Also hat jeder
Punkt auf der x1-Achse den gleichen Abstand von der Ebene E. Damit kannst du
den Abstand von der Ebene E und der x3-Achse berechnen, indem du einen be-
liebigen Punkte auf der x;-Achse auswahlst und dessen Abstand von der Ebene E
berechnest.

Fir den Abstand d(P; E) eines Punkts P mit den Koordinaten P(p1 | p2 | p3) von einer
Ebene E, deren Ebenengleichung am besten in Koordinatenform gegeben ist, gilt
allgemein nach der Hesseschen Normalenform:
lap1 + bp2 + cp3—d|

Va2 +bZ+c2
Als beliebigen Punkt der x3-Achse kannst du beispielsweise den Ursprung
O(0]0]0) wahlen:

d(P; E)=
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|3-0+ 0— 8|
Ny
|—8|
9+1

d(O; E) =

"

=—=~2,53
/10

Der Abstand zwischen der Ebene E und der x;1-Achse betragt etwa 2,53 LE.

b) Die Ebene E gehort zu einer Ebenenschar. Diese Schar ist gegeben durch
Eq:3x2+Xx3=qa ; a €.

» Lage der Ebenen zueinander untersuchen

Du sollst untersuchen, welche Lage die Ebenen der Ebenenschar E, zueinander ha-
ben.

Du kannst sehen, dass die Ebenen sich nur um das d unterscheiden, ihre Normalen-
vektoren aber alle gleich sind, denn a steht nur rechts vom Gleichheitszeichen.
Wenn zwei Ebenen den gleichen Normalenvektor haben, sind sie parallel zueinander.
Damit weilst du, dass alle Ebenen der Ebenenschar parallel zueinander sind, weil alle
den gleichen Normalenvektor haben.

Die Ebenen der Ebenenschar E, sind parallel zueinander.

» Werte von a berechnen, fiir die S(6 |6 | 6) von E,; den Abstand +v10 hat

Du sollst die Werte von a berechnen, fiir die S(6 | 6 | 6) von E, den Abstand +10
hat. Das bedeutet, es soll gelten: d(S; E) = ¥/10. Den Abstand eines Punkts von einer
Ebene hast du bereits oben mit Hilfe der Hesseschen Normalenform berechnet. Diese
Form kannst du auch hier wieder anwenden:

lap1 + bp2 + cp3z—d|

vaZ+ b? + c?

d(P; E)=

(o)}

Berechnet werden soll der Abstand des Punktes S mit dem Ortsvektor O_S) =|6|von

(o)}

der Ebene E. b ist in diesem Fall der Parameter a. Da der Abstand 410 betragen soll,
ist d(S; E) = ¥/10.
Setzt du dies alles in die Abstandsformel ein erhaltst du die Gleichung:

|3:-6+ 6—aq
/5= 2ore—al
242
—a
v10 = —— | -¥/10
V10
v10- 410 = |24 —aq| vereinfachen
10 = |24 —q|

Damit kann nun entweder gelten 10 = 24 — a oder 10 = —(24 — a). Daraus ergeben
sich dann die beiden Gleichungen:

10=24—aqa | +a 10 = —(24—q)
10+a =24 | =10 =qa—24 | +24
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Du erhaltst die Lésungen a; =14 und a; = 34

FUr a; = 14 und a; = 34 betragt der Abstand des Punktes S(6 | 6 | 6) von der Ebene
Eq ¥/10.

» Werte von a berechnen, fiir die die Ebene E; gemeinsame Punkte mit
dem Wiirfel hat

Du sollst die Werte von a berechnen, fur die die Ebene E; gemeinsame Punkte mit
dem Warfel hat. Du weilst aus den vorigen Aufgabenteilen, dass die Ebenen E, par-
allel zur x1-Achse sind. Der Wurfel steht ebenfalls parallel zur x1-Achse. Du kannst
zunachst die Werte von a berechnen, fir die E,; keine gemeinsamen Punkte mit dem
Warfel hat. Dazu kannst du die Grenzfalle betrachten. Liegt die Ebene E4 so wie in
dem ersten Bild unten, hat sie nur die Punkte auf der Strecke zwischen P und Q ge-
meinsam mit dem Wurfel. Diese Punkte liegen auch nur in diesem Fall in der Ebene
Eq. Genauso funktioniert das auch, wenn man die Ebene nach oben verschiebt. Dann
ist der Grenzfall, der Fall, bei dem Die Ebene nur die Punkte auf Strecke zwischen S
und T mit dem Warfel gemeinsam hat. Dies kannst du auf dem zweiten Bild sehen.

Ao
6?@3_(9J9J'_5) ____________________________ ;>T(0|6|6) v |

N \
AT 6 4R008.. o e

AU6]0I6) o "é(6|6|6) 5 \ \
h~ A \ N \
_\%" Al(610i6) 3 £6p6(6) \\
\ \_-O(0|P|0) 1 1 1 Q(%elQXZ 2T \ \
[ T T T .1 7
\ \12 3 4 576 L \ Qe >
0[010) | - (6101,
\ \) 3 . \ 1 T L\ Fﬁ
P(6/0Jg \ 11 2 3 4576 ,
X4 ) bl U(8/6/0) 2
\

3 n
‘ / P(6/o[0 4 BEmL
\/ e Uiel6/0)"

Du kannst also die Werte von a berechnen, fur die die Punkte P und Q in der Ebene
Eq liegen. Das gleiche tust du mit den Punkten S und T. Die Ebene E4 hat dann
far alle Werte von a zwischen diesen beiden Werten, gemeinsame Punkte mit dem
Warfel.

1. Schritt: Werte von a berechnen, fir die P und Q in der Ebene E, liegen

Um zu berechnen, wann die Punkte P und Q in der Ebene E4 liegen, brauchst du nur
berechnen, wann P in der Ebene E, liegt, da P und Q auf der x;-Achse liegen, und
E, far alle a parallel zur x1-Achse liegt.

Du berechnest die Werte von q, fur die P in der Ebene E4 liegt, indem du eine Punkt-

probe durchfuhrst. Dann hast du nur noch eine Variable in der Gleichung, namlich a,
und kannst die Gleichung nach a aufldsen.
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Es ergibt sich die Gleichung:

3:Xo0+Xx3=a P(6]0]0)
3:-0+0=a
O0=a

Damit weilt du nun, dass fur a = 0 die Punkte P und Q in der Ebene E,4 liegen.

2. Schritt: Werte von a berechnen, fiir die S und T in der Ebene E liegen.

Die Werte von a, fur die die Punkte S und T in der Ebene E, liegen, berechnest
du genauso, wie du es eben flir P und Q getan hast. Wahle hier zum Beispiel T
um dessen Koordinaten in die Ebenengleichung einzusetzen. Dann ergibt sich die
Gleichung:

3:Xo+Xx3=a T(0]6]6)
3-6+6=qa
24 = a

Damit weilst du nun auch, dass die Punkte S und T fur a = 24 in der Ebene E, liegen.

Die Ebene hat genau dann gemeinsame Punkte mit dem Wurfel, wenn a zwischen
diesen beiden Werten liegt.

Die Ebene E, hat fir 0 < a < 24 gemeinsame Punkte mit dem Wurfel.

Aufgabe B 1.2

» Wahrscheinlichkeit berechnen

Bei einer Lotterie sind 10% der Lose Gewinnlose. Jemand kauft drei Lose. Du sollst
berechnen, mit welcher Wahrscheinlichkeit unter diesen drei Losen mindestens zwei
Gewinnlose sind.

Die Zufallsvariable X soll die Anzahl der Gewinnlose bezeichnen. Bekannt ist, dass 10 %
der Lose Gewinnlose sind; Uber die Anzahl der Lose insgesamt wissen wir allerdings
nichts. Es kann aber davon ausgegangen werden, dass eine groRe Menge von Losen
vorliegt und dass der Kauf drei dieser Lose an der Ausgangssituation nur wenig andert.
Jeder der drei Lose ist mit einer Wahrscheinlichkeit von 10 % ein Gewinnlos.

Also kann hier naherungsweise von einem Ziehen mit Zuriicklegen ausgegangen wer-
den. Entsprechend kann die Zufallsvariable X als binomialverteilt angenommen werden
mitn=3undp=0,1.

Gesucht ist nun die Wahrscheinlichkeit daftr, dass mindestens zwei der drei Lose Ge-
winnlose sind. Dies ist die Wahrscheinlichkeit P(X > 2). Nutze zur Berechnung dieser
Wahrscheinlichkeit die Formel zur Binomialverteilung:

P(X = k) = (Z) P (1—p)r K
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Esqilt: P(X=22)=1—P(X<1).
Das kannst du mit dem GTR berechnen. Den Be-

NORMAL FLOAT AUTO REAL DEGREE MP n

binomcdf
fehl fir die Binomialverteilung findest du unter tr‘éais=3
P:@.
[2ND — VARS(DISTR) — B: binomcdf | ~Dann  er- | x value::
aste

haltst du das Ergebnis: P(X<1)=0,972 und damit:
P(X>=2)=1-0,972=0,028.

Um das Ergebnis in Prozent umzurechnen, musst du nur
das Komma um zwei Stellen nach rechts verschieben:
P(X=2)=0,028 =2,8%. Die Wahrscheinlichkeit dafur, NORHAL FLOAT AUTO REAL DEGREE HP ]
dass unter drei Losen mindestens zwei Gewinnlose sind, binomedf(3,0.1,1)
betragt 2, 8 %.

.972

Die Wahrscheinlichkeit daflir, dass unter drei Losen mindestens zwei Gewinnlose sind,
betragt 2, 8 %.

» Mindestanzahl der Lose berechnen

Du sollst berechnen, wie viele Lose gezogen werden mussen, damit die Wahrscheinlich-
keit, dass mindestens zwei Gewinnlose darunter sind, grofSer als 50 % ist. Das bedeu-
tet, in diesem Fall kennst du die Wahrscheinlichkeit von mindestens zwei Gewinnlosen
P(X = 2)>50%. Du suchst die Anzahl der Lose, die gekauft werden mussen, damit diese
Bedingung erflllt ist. Du suchst also n, aus der obigen Formel flr Binomialverteilungen.
p kennst du bereits.

Du kannst die Anzahl der Lose mit dem GTR berechnen. Du weil3t bereits, dass du P(X >
2) mit dem Binomialkoeffizienten berechnest.

Es gilt: P(X=2)=1—(P(X=1)+ P(X=0))

Dies kannst du nun leicht in Abhangigkeit von n mit Hilfe des Binomialkoeffizienten
darstellen:

PX=2)=1—(P(X=1)+P(X=0))

n n
1— ((1) .0,11.0,97 1 4 (0) -0,10.0, 9"—0)

1-(n-0,1-0,9"1+0,9")

Diese Gleichung kannst du nun als Funktionsterm auffas- [T )

X Y1

sen. Gib sie im Y=-MenU deines GTR ein, und lass dir die
Wertetabelle mit‘ 2ND — GRAPH(TABLE) |anzeigen. Suche
dort nun den ersten x-Wert fir den y > 0, 5 gilt. Damit hast
du dann n, also die Mindestanzahl der Lose, gefunden.
Das Ergebnis lautet:

n=17 x=17

Es mussen mindestens 17 Lose gekauft werden, damit die Wahrscheinlichkeit fir min-
destens 2 Gewinnlose mindestens 50 % betragt.
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Wahiteil Aufgabe B 2

Aufgabe B 2.1
In einem warfelférmigen Ausstellungsraum mit der Kan- H. G
tenlange 8 Meter ist ein dreieckiges Segeltuch aufge- M,

spannt. , :

Es ist im Punkt F sowie in den Kantenmitten M1 und M> E F
befestigt (siehe Abbildung). j
Es wird angenommen, dass das Segeltuch nicht durch- M, D ___________________ C
hangt.

In einem Koordinatensystem stellen die Punkte A(8 | O |
0), C(0|8]0)und H(O| 0| 8) die entsprechenden Ecken
des Raumes dar.

a) » Ebenengleichung bestimmen (6P)

Du sollst eine Ebenengleichung der Ebene S, in der das Segeltuch liegt, in Koordina-
tenform bestimmen.

Die Koordinatenform einer Ebenengleichung sieht im Allgemeinen folgendermalien
aus:

E:ni-x1+n2-X2+n3-x3=>b,

ni
e 0 =| ny | ist der Normalenvektor der Ebene.
n3

e b ist eine Konstante.

Der Normalenvektor einer Ebene steht immer senkrecht auf der Ebene. Um den
Normalenvektor zu berechnen, bendétigst du zwei Vektoren, die in der Ebene liegen.
Diese kannst du mit Hilfe von drei Punkten berechnen, wenn diese ebenfalls in der
Ebene liegen. Hast du erst einmal einen Normalenvektor gefunden, kannst du mit
diesem b berechnen, indem du eine Punktprobe durchfihrst. Setze dazu einen Punkt
in die Ebenengleichung von S ein, von dem du weilt, dass dieser in der betrachteten
Ebene liegt. Gehe also wie folgt vor:

e Finde drei Punkte, die in der Ebene S liegen.
e Berechne einen Normalenvektor der Ebene S.

e Fuhre eine Punktprobe durch um die Ebenengleichung aufzustellen.
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1. Schritt: Punkte bestimmen, die in der Ebe-
ne S liegen

X3
Du kennst die Eckpunkte A(8 | 0] 0), H(O | 8 | 0) 8 »" G
und C(0 | 0 | 8) des Wirfels. Ubertrage den Wiirfel M, /o1
zur Hilfe in ein Koordinatensystem. Wahlist du den ==
Punkt D als Ursprung des Koordinatensystems, so E 4__ F
sollte deine Skizze wie im Schaubild rechts ausse- Soo2
hen. Du weiBt auch, dass der Eckpunkt F des Wir- . /‘Q W C. X2

fels, sowie die Kantenmitten M; und M, in der Ebe-
ne S liegen, da das Segeltuch in diesen Punkten 4
befestigt ist. Berechne also die Koordinaten dieser
drei Punkte, um eine Ebenengleichung von S be-
stimmen zu kénnen.

Punkt F:

X4 /°8 B

Du weil3t, dass der Eckpunkt A des Wirfels die Koordinaten A(8 | 0 | 0) hat. Er liegt
also auf der x;1-Achse, da jede Koordinate, abgesehen von der x;-Koordinate, 0O ist.
Der Punkt A ist demnach vom Ursprung um 8 Einheiten entlang der positiven x1-
Achse verschoben.

Du hast das Koordinatensystem so gewahlt, dass der Ursprung des Koordinatensys-
tems im Eckpunkt D liegt. Du kennst damit auch dessen Koordinaten: D(0 | 0| 0).

Genauso wie der Punkt A entlang der positiven x1-Achse verschoben ist, ist auch der
Punkt H(O | 0 | 8) entlang der positiven x3-Achse verschoben und ebenso der Punkt
C(0]8]0) entlang der positiven x2-Achse.

Da in einem Wirfel alle Kanten gleich lang sind, und gegenuberliegende Kanten
immer parallel zueinander verlaufen, kannst du nun die Koordinaten des Punktes F
berechnen.

Du weilst nun, dass die Kanten des Wurfels die Lange 8 haben, weil beispielsweise
A und D 8 Einheiten voneinander entfernt sind. Der Zeichnung kannst du entneh-
men, dass der Punkt E mit den Punkten D,A und H ein Quadrat bilden muss, da alle
Seitenflachen eines Wirfels Quadrate sind. E muss von H wieder 8 Einheiten ent-
fernt liegen, wie auch von A. Daraus folgt, wie du auch der Zeichnung entnehmen
kannst, dass E vom Punkt A aus um 8 Einheiten nach oben, also entlang der posi-
tiven x3-Achse, verschoben sein muss. Die Koordinaten fiir E ergeben sich damit :
E(8]0]8).

Anhand der Zeichnung kannst du nun erkennen, dass du vom Punkt E aus nun noch
einmal 8 Einheiten entlang der positiven x-Achse gehen musst, um zum Punkt F zu
gelangen. Du musst also den Punkt E um 8 Einheiten entlang der positiven x,-Achse
verschieben um die Koordinaten des Punktes F zu erhalten.

Die Koordinaten des Punktes F lauten also F(8 | 8 | 8).

Punkt M,
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Bei Punkt M; gehst du ahnlich vor, wie beim Punkt E. Du weit, dass M1 kein Eck-
punkt des Wurfels ist, sondern die Kantenmitte der Kante, die die Punkte A und E ver-
bindet. Das bedeutet insbesondere, dass M; auf dieser Kante liegt, und zwar genau
in der Mitte zwischen den Punkten A und E. Um die Koordinaten des Punktes E zu be-
rechnen, bist du eben von A aus 8 Einheiten entlang der x3-Achse gegangen. Gehst
du nun nur die Halfte der Einheiten, erhaltst du die Koordinaten des Punktes Mj.

Sie lauten daher M1(8 0| 4).
Punkt M>

Um die Koordinaten des Punktes M, zu berechnen, kannst du wieder vorgehen wie
eben. Du weilt, dass M5 die Kantenmitte der Kante EH ist. An der Zeichnung kannst
du erkennen, dass du vom Punkt H aus 8 Einheiten in Richtung Ursprung gehen
musst, um zum Punkt E zu gelangen. Gehst du also nur 4 Einheiten entlang der
x1-Achse in Richtung Ursprung, erhaltst du die Koordinaten des Punktes M,.

Sie lauten daher M(4 | 0| 8).

2. Schritt: Normalenvektor bestimmen

Du kennst nun die Koordinaten von drei Punkten, dﬂ\ der %ne liegen. Aus diesen
drei Punkten kannst du nun zwei Vektoren bilden: FM1 und FM>.

8 8 8—8 0
FT/’I=O—8=O—8=—8
\ 4 8) \a-8 —4
(4)\ [8) [(4—8) [—4)
FMy=|o|-|8|=|o-8|=|-8
3) \8) \s-8) o}
Den Normalenvektor karmst du Uber das Kreuzprodukt berechnen. Das Kreuzprodukt
zweier Vektoren @ und b berechnest du mit Hilfe folgender Formel:

ai b1 azbsz—asbz
—_
axb=|ay|x|by|=|asb1—aibs

as b3 aiby —azby

Berechne mit Hilfe dieser Formel nun das Kreuzprodukt der beiden Vektoren FM; und

FM>:
0 —4 —32
Ly — —
n=FMi{xFM,=|-81|x|—-8|=]| 16
—4 0 —32

Diesen Vektor kannst du vereinfachen, indem du ihn durch —16 teilst. Der Vektor
zeigt dann immer noch in dieselbe Richtung, es andert sich nur die Lange.

ni 2
Damit hast du einen Normalenvektor der Ebene S berechnet mit n’ = ny |=|(-1
ns 2
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3. Schritt: Ebenengleichung aufstellen

2
Du kennst nun einen Normalenvektor der Ebene S mit n'=|—1| und die
2
Koordinaten eines Punktes, der in der Ebene S liegt. Wahle dazu z.B. den Punkt
F(8 ] 8| 8). AuBerdem weilst du, dass die Ebenengleichung in Koordinatenform fol-
gende Form hat: S:n3-x1+n2-x2+n3-x3=>h.
Setze in diese Ebenengleichung nun den Normalenvektor " der Ebene S ein. Damit
erhaltst du dann:
S:2:x1—1-x2+2-x3=hb.
Nun musst du noch b berechnen, indem du eine Punktprobe mit dem Punkt F durch-
fuhrst. Setze dazu die Koordinaten des Punktes F in die Ebenengleichung ein und
vereinfache so weit wie moglich:
2:8—1:8+2:8=b
24 =0b

Damit kannst du nun die Ebenengleichung der Ebene S in Koordinatenform aufstel-
len.

Eine Gleichung der Ebene S in Koordinatenform lautet: S: 2-x1 —1:x2 + 2-x3 = 24.

» Zeigen, dass das Segeltuch die Form eines gleichschenkligen Dreiecks
hat

Du sollst zeigen, dass das Segeltuch die Form eines gleichschenkligen Dreiecks hat.
Ein gleichschenkliges Dreieck hat zwei Seiten, die die gleiche Lange besitzen.

Das Segeltuch wird durch das Dreieck FM1M> mit den Eckpunkten F ,M; und M, dar-
gestellt. Das Segeltuch hat demnach genau dann die Form eines gleichschenkligen
Dreiecks, wenn zwei der Seiten FM1,FM; und M1 M; die gleiche Lange besitzen.

Uberpriife also die Ldngen der Seiten FM1, FM> und M1M; des Dreiecks FM1 M5, um
zu zeigen, dass es die Form eines gleichschenkligen Dreiecks hat. Die Lange der
Seiten berechnest du Uber die Betrage der zugehdérigen Vektoren.

Berechne also die Betrage der Vektoren FMy, FM, und M1 M,
Die Vektoren FM; und FM> hast du bereits berechnet.

4 8 —4
MiM,=|0|—|O0|=| O
8 4 4

Die Betrage der Vektoren berechnest du mit Hilfe der Formel:

E’| =,/al+a3+a3
Setzt du die drei Vektoren FM1, FM> und M1M> nacheinander in die Formel ein, er-
haltst du folgendes das Ergebnis:

MiM3| = /(=477 + 07+ 42 = /32 =442,

FM1| = /02 +(—8)2 + (—4)2 = v/80=4-45,

FM2| = /(=4)2+ (—8)2 + 02 = /B0 = 4- V5

Du siehst, dass die beiden Seiten FM; und FM; die gleiche Lénge besitzen. Somit
handelt es sich um ein gleichschenkliges Dreieck.
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Das Segeltuch hat die Form eines gleichschenkligen Dreiecks.

» Flacheninhalt des Segeltuchs berechnen

Du sollst den Flacheninhalt A des Segeltuchs berechnen. Du weil3t, dass das Segel-
tuch die Form eines gleichschenkligen Dreiecks hat.

Den Flacheninhalt eines gleichschenkligen Dreiecks F
kannst du mit Hilfe folgender Formel berechnen:

A= % -c-h.

¢ bezeichnet die Grundseite des Dreiecks. h bezeich-

net die Héhe des Dreiecks FM1M;, welche die Lange b a
der Strecke von der Spitze des Dreiecks zur Seiten-
mitte von c ist.

Wir benennen die Seiten des Segeltuchs nun wie in
der Abbildung rechts. c

Um den Flacheninhalt A zu berechnen, musst du also zuerst die Hohe des Dreiecks
berechnen.

1. Schritt: Hohe des Dreiecks berechnen

Um die Hohe des Dreiecks zu berechnen gibt es zwei Mdglichkeiten:

e Losungsweg A: Du berechnest die Lange des Vektors von F zum Seitenmittel-
punkt M von c.

e LOsungsweg B: Mit dem Satz des Pythagoras

»» Losungsweg A: Mittelpunkt

Im gleichschenkligen Dreieck halbiert die Hohe die Grundflache. Also ist der Punkt,
an dem die Hohe auf die Seite c trifft, genau der Mittelpunkt dieser Seite.

Anhand der Skizze oben kannst du erkennen, dass die Hohe h des Dreiecks FM1M>,
der Vektor FM ist. Den Punkt F kennst du bereits und iiber den Punkt M weift du, dass
er genau die Mitte der Seite M1 M, ist. Den Ortsvektor des Mittelpunkts zwischen zwei
Punkten P und Q berechnest du mit der Formel :

OM =1 .(OM, + OM3).

Setzt du in diese Formel My und M, ein erhaltst du:

4+8 6
oMm=1.-lo+0|=|0
8+4 6

Damit ergibt sich der Mittelpunkt M(6 |0 | 6).
Berechne nun ﬁ’// um Uber den Betrag von FM die Hbhe h des Dreiecks zu berech-

nen:
-2
FM=0OM—OF = | —8
—2

Nun kannst du die Lange des Vektors FM und damit die Hohe h berechnen. Den
Betrag des Vektors kannst du wieder mit der obigen Formel berechnen.

Du erhaltst dann das Ergebnis:
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-2
h=|l-8|=+72
=2

»» Losungsweg B: Satz des Pythagoras

Aus dem vorherigen Teil der Aufgabe kennst du die Langen der Dreiecksseiten. Fur
a, b und c gilt demnach:

o a= FM1‘=4-1/_=1/80
o b= FM2|=4-/_=1/80

e C= M1M2)=4-1/_=V32

Aullerdem weil3t du, dass h mit ¢ einen rechten Winkel einschliel8t. Du kennst auch
die Lange der Strecke von M1 nach M, sie ist namlich genau halb so lang wie c.

Der Satz des Pythagoras lautet in diesem Fall: h2 + (3)? = a2.
Daraus ergibt sich:

a? = h? + (5¢)?
/B0 = h2+ (3. /32)2

80 =h?+ 132

=h2+38 | —8
72 = h? Wa
Y72 =h

Die Hohe betragt demnach h = v 72.

2. Schritt: Flacheninhalt berechnen

Nun hast du h berechnet, ¢ kennst du bereits. Setze dies nun in die Formel flir den
Flacheninhalt eines Dreiecks ein und berechne den Flacheninhalt:

A=3.c-h=3-4/32-/72 =24
Der Flacheninhalt des Segeltuchs betragt 24 m2.

» Abstand zwischen dem Segeltuch und E berechnen

Du sollst den Abstand d zwischen dem Segeltuch und der Ecke E berechnen. Du

weilt bereits, dass das Segeltuch in der Ebene S mit der Ebenengleichung in Koordi-

natenform

S:2-x1—1-x2+2:x3=24

liegt. Du sollst also den Abstand zwischen dem Punkt E und der Ebene S berechnen.

Den Abstand zwischen einem Punkt P mit den Koordinaten P(p1 | p2 | p3) und ei-
a

ner Ebene S mit dem Normalenvektor n = | b | bestimmst du iiber die Hessesche
c

Normalform.
lap1 + bp2 + cp3—d|

d(P; S) =
va?+ b? +c?
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Die Koordinaten des Punktes E hast du bereits berechnet : E_:’ =|(0

2:8—1-0+2-8—24|

V22412422
|16 + 16— 24|

d(E; S) =

3

-8l

3
Das Segeltuch ist g Meter von der Ecke E entfernt.

W/ o

b) » Schnittpunkt der Stange mit dem Segeltuch berechnen (3P)

Auf der Diagonalen AC steht eine 6 Meter ho-
he Stange senkrecht auf dem Boden. Wir wol-
len das untere Ende der Stange mit S, und s
das obere Ende mit S, bezeichnen. Der Punkt
Sy befindet sich auf der Geraden gac. Das 6m

obere Ende der Stange, der Punkt S, soll das

Segeltuch berthren. Also liegt S, in der Ebe- AT s, B
ne S.

Die Aufgabenstellung gibt weiter vor, dass die Stange 6 m lang sein soll. Du kannst
also so vorgehen:

e Stelle eine Gleichung der Geraden gac durch die Punkte A und C auf.

e Formuliere anhand dieser Geradengleichung allgemeine Koordinaten fur den
Punkt S,.

e Der Punkt S, hat die gleiche x1- und die gleiche x;-Koordinate wie der Punkt S,.
Die x3-Koordinate von S, ist um 6 grofSer als die von S,. Formuliere auf diese
Weise auch die allgemeinen Koordinaten von S,.

e Zuletzt weilSt du: Der Punkt S, soll in der Ebene S liegen. Fihre eine Punktprobe
durch und bestimme so die genauen Koordinaten von S,.

1. Schritt: Gleichung der Geraden durch A und C aufstellen
Wihle z.B. den Ortsvektor OA als Stiitzvektor und den Richtungsvektor A_(f

gAcl?=O_A)+I’-A_C)
8 0O — 8
=lo|+r-|8 — 0
\o/ \o -0
8 —8
= +r

2. Schritt: Allgemeine Koordinaten von S, und S, bestimmen

Der Punkt S, also das untere Ende der Stange, liegt auf der Geraden gac. Somit
lauten seine Koordinaten allgemein:
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S50(8+r-(—8)|0+r-8|0+r-0)=5,(8—8r|8r|0)

Das obere Ende der Stange S, liegt 6 m oberhalb von S,. Also hat S, allgemein die
Koordinaten

So(8—8r|8r|6).
3. Schritt: Punktprobe durchfiihren

Das obere Ende der Stange soll das Segeltuch berthren, d.h. der Punkt S, soll in der
Ebene S liegen. Setze also die Koordinaten von S, ein in die Ebenengleichung von S
und l6se nach r auf.

2:-(8—8r)—(8r)+2-6 =24
16—16r—8r+12 =24

28—24r =24 | —28
_24r =—4 | (—24)
1
r= g

Damit folgen die Koordinaten der Punkte S, und S, mit
So(8-8-518:516)=50(F1316)

Analog ergibt sich der Punkt

su(s-8-%18-310)=5,(%1410)

Der obere Eckpunkt der Stange liegt also im Punkt 50(2—30 [ % | 6) und der untere
Eckpunkt im Punkt Sy (%215 10).

Aufgabe B 2.2

Auf zwei Gllicksradern befinden sich jeweils sechs & @ &% @

gleich groBe Felder. Bei jedem Spiel werden die Rader

einmal in Drehung versetzt. Sie laufen dann unabhan- @ Q @

gig voneinander aus und bleiben so stehen, dass von ,’.3 ﬁf ,‘i ﬁf

jedem Rad genau ein Feld im Rahmen sichtbar ist. Rah‘men

a) » Fairness des Spiels nachweisen (3P)

Du sollst nachweisen, dass das Spiel fair ist, unter der Annahme, dass das Rad ideal
ist. Das bedeutet, jedes Feld hat tatsachlich die gleiche Wahrscheinlichkeit getroffen
zu werden.

Ein Spiel ist fair, wenn der zu erwartende Gewinn des Spiels mit dem Einsatz des
Spielers Ubereinstimmt. Dann namlich liegt der Vorteil weder beim Spieleveranstal-
ter noch beim Spieler. Erstelle zunachst eine Wahrscheinlichkeitsverteilung, in
der die mdglichen Gewinne gemeinsam mit ihren jeweiligen Wahrscheinlichkeiten
aufgeflhrt sind. Berechne sodann den zu erwartenden Gewinn.

1. Schritt: Wahrscheinlichkeitsverteilung bestimmen

Aus der Abbildung kannst du folgende Wahrscheinlichkeiten ablesen:
P(Stern—Stern) = % . % = 3—16
P(Diamant— Diamant) = % 2=
P(Kleeblatt—Kleeblatt)=2-2=2.3 =
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Bei einem Einsatz von 0,20 € sind folgende Auszahlungen vorgesehen:
Stern-Stern 2,00€
Diamant-Diamant  0,85€
Kleeblatt-Kleeblatt 0,20€

Dies kannst du nun so festhalten:

Gewinn 2,00€ | 0,85€ | 0,20€
Wahrscheinlichkeit 36 3 7

2. Schritt: Zu erwartenden Gewinn berechnen

Den zu erwartenden Gewinn E pro Spiel berechnest du, indem du die Wahrschein-
lichkeit eines Ereignisses mit dem dazugehdrigen Gewinn multiplizierst, und die Er-
gebnisse fur alle Ereignisse addierst:

1 1 1
E=2'ﬁ+0,85'§+0,2'1=0,2

Du erkennst, dass der zu erwartende Gewinn genau 20 ct betragt. Dies stimmt mit
dem Einsatz des Spielers Uberein.

Demnach ist das Spiel fair.

» Neuen Auszahlungsbetrag berechnen

Der Veranstalter moéchte nun auf lange Sicht pro Spiel 5 cent Gewinn erzielen, indem
er den Auszahlungsbetrag fur ,Diamant-Diamant” andert. Du sollst nun den neuen
Auszahlungsbetrag fur ,Diamant-Diamant” berechnen.

Um auf lange Sicht 5 cent Gewinn pro Spiel zu erzielen, muss der Veranstalter beim
Einsatz von 20cent pro Spiel einen durchschnittlichen Gewinn von 15 cent garan-
tieren. Du kannst also ahnlich vorgehen wie oben: Berechne den zu erwartenden
Gewinn. Dieses Mal ist allerdings der Auszahlungsbetrag fur ,Diamant - Diamant”
unbekannt. Du kannst ihn mit d bezeichnen. Der zu erwartende Gewinn soll 15 cent
betragen:

1 1 1
0,15=2'ﬁ+X'§+0,2'Z

Diese Gleichung kannst du mit dem GTR lésen, NORIAL FLOAT AUTO REAL DEGREE P [}
indem du den rechten und linken Teil jeweils als v2=0.15
eigenstandigen Funktionsterm auffasst, und diese
im Y=-MenU des GTR eingibst. Lasst du dir die
zugrhoérigen Graphen anzeigen, kannst du unter /
2ND — 5: intersect‘ den Schnittpunkt berech-
nen. Das Ergebnis ist dann genau die Losung der jhtersection ¢
obigen Gleichung.

Du erhaltst das Ergebnis: x =0, 4.

Der Auszahlungsbetrag fur ,Diamant-Diamant “muss auf 0,40 € geandert werden,
damit der Veranstalter auf lange Sicht 5 cent Gewinn pro Spiel macht.

» Entscheidungsregel formulieren (3P)

Es besteht nun der Verdacht, dass die Wahrscheinlichkeit far ,,Stern-Stern“geringer
als % ist. Daher soll ein Test mit 500 Spielen durchgeflhrt werden.
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Du sollst nun die Entscheidungsregel fur die Nullhypothese Hp : p > < formulieren,

wobei die Irrtumswahrscheinlichkeit h6chstens 5 % betragen soll. *

Diese Nullhypothese wird abgelehnt, wenn besonders selten die Kombination
.Stern - Stern” auftritt. Der Ablehnungsbereich liegt also links, es muss also ein
linksseitiger Test durchgefihrt werden.

Du kannst so vorgehen:

e FUhre zunachst eine Zufallsvariable X ein, welche die Anzahl der Kombination
»Stern - Stern"beschreibt und Gberlege, wie X bei wahrer Nullhypothese verteilt
ist.

e Formuliere allgemein den Ablehnungsbereich des Tests.

e Die Irrtumswahrscheinlichkeit von 5% gibt dir an: Die Wahrscheinlichkeit, dass
die Nullhypothese irrtimlich abgelehnt wird, soll hdchstens 5% betragen. Al-
so soll die Wahrscheinlichkeit, dass X einen Wert aus dem Ablehnungsbereich
annimmt, hoéchstens 5% betragen. Berechne auf dieser Grundlage die obere
Grenze des Ablehnungsbereichs und formuliere dann die Entscheidungsregel.

1. Schritt: Zufallsvariable und Ablehnungsbereich definieren

Sei X die Zufallsvariable, welche die Anzahl der Kombinationen , Stern - Stern” be-

schreibt. Bei wahrer Nullhypothese ist X binomialverteilt mit n = 500 und p = 3—16.

Die Nullhypothese wird abgelehnt, wenn die Kombination , Stern - Stern“ besonders
selten vorkommt. Fir den Ablehnungsbereich ergibt sich damit:

A={0;1;...;k}.
2. Schritt: kK bestimmen und Entscheidungsregel formulieren

Die Wahrscheinlichkeit, dass X einen Wert aus dem Ablehnungsbereich annimmt,
soll héchstens 5% betragen. All die Werte im Ablehnungsbereich sind kleiner oder
gleich k. Also muss gelten:

P(X <£k)<0,05.

Du kannst die Zahl k in deinem GTR durch systematisches Probieren ermitteln.

Den Befehl far Jkumulierte Bino-
mialverteilung” findest du unter
|2ND — VARS(DISTR) — B: binomcdf| binomcdf (500,136, 6)
; ; 1 ; : . s, 20142225792
Gib bei n = 500, p = 35 ein. Probiere dann mit binomcdf (500,1/36,7)
. . . e 2 0318559383,
verschiedenen Werten fir x aus: Du findest: binomcdf (500,136, 8)
. 0629032454
P(XSG)%0,014<0,05 . ...................................................
P(X<7)~0,032<0,05
P(X<8)~0,063>0,05

Fir kK = 7 ergibt sich zuletzt eine Wahrscheinlichkeit, die hochstens 5% ist. Also
ergibt sich fir den Ablehnungsbereich:

A={0;...;7}.
FUr die Entscheidungsregel folgt dann:
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Wenn hochstens 7 Mal die Kombination ,,Stern - Stern” auftritt, so wird die Nullhy-
pothese verworfen, ansonsten wird sie nicht abgelehnt.
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