N4

Baden-Wiirttemberg | Abitur (GTR) k" Mathe LV

Prifungswissen | Original-Priifungen

» Abitur 2007 | GESAMTE PRUFUNG Lésungsblatt (ausfiihrlich)
Pflichtteil
Aufgabe 1 (2VP)

Ableitung bilden
Um die Ableitung zu bestimmen wird die Kettenregel angewandt.
fO) = (1+sin(x))?
f/(x)= 2(1+sin(x))-cos(x)
Die Ableitung von Sinus- und Kosinusfunktionen wird nach folgender Regel durchgefuhrt:

sin(x)’
—cos(x)’ cos(x)’ Merkhilfe Trig-Kreis
—sin(x)’

Aus z.B. cos(x) wird demnach —sin(x). Dabei muss die innere Ableitung beachtet wer-
den.

Aufgabe 2 (2VP)
Integral berechnen

Die Stammfunktion von eX ist eX. Allerdings muss bei e2X die innere Funktion beachtet
werden; die Stammfunktion hier wirde %ezx lauten.

Berechnung des Integrals:

In(2) 1 In(2)
J eXXdx = [—ezx} | einsetzen
0 2 0

1 1
= (Eez-ln(Z))_ (EeZ-O) (e2.|n(2)=(e|n(2))2)

1 > 1
— _(en(2))* _ _ a0
= e e
2 ( ) 2
1 1 3
=_.22_E:E (e = 2)
Aufgabe 3 (3VP)

Gleichung Iésen
Zunachst wird die Gleichung mit e* multipliziert:

eX—2-—=0 |

e?X—2eX—15=0
Nun wird X mit eX = z substituiert. Somit erhalt man folgende Gleichung:
z2—-2z—-15=0
z12=1+£4/1—(-15)=1+4
z1=5; z,=-3
Zuvor wurde substituiert, demnach muss nun racksubstituiert werden:

l.eX=2;
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eX=15 | In

x = In(5)
2.eX=12

eX=—-3 |In

keine Losung

X =

In(5) ist die einzige Losung. Daraus ergibt sich die Lésungsmenge L = {In5}.

Aufgabe 4 (4VP)

a)

Punkte mit waagrechter Tangente bestimmen

Dazu muss der Punkt die Steigung 0 aufweisen. Hierflir wird die erste Ableitung

bendtigt, welche Uber die Quotientenregel berechnet wird:
2

1= T

’ 2x-(x+1)—x2-1

)= ot 1)2 | zusammenfassen
, x2 +2x

)= m

Die erste Ableitung wird gleich Null gesetzt, um so die x-Werte zu erhalten, an denen
die Steigung gleich Null ist.
ffex)=0

x2 +2x
— = 0  (Nenner kann vernachléssigt werden)

(x+1)

x2+2x=0 |xausklammern

xX(x+2)=0
Die Gleichung ist Null wenn x oder x + 2 gleich Null sind (Satz vom Nullprodukt).
Somit erhalt man die Werte x; =0 und x =—2.
Nun mussen noch die y-Werte bestimmt werden:
Mit f(0) = 0 und f(—2) = —4 erhalt man die Punkte S(0 | 0) und T (—2 | —4).

Normalengleichung ermitteln

Flr die Gleichung der Normalen wird die Steigung der Tangente im Punkt P bendtigt.
Die Steigung der Normalen entspricht dem negativen Kehrwert der Steigung der
Tangenten.

) 12+2-1 3

mey = = = —

‘ (1+1)2 4 .

Daraus ergibt sich die Steigung der Normalen mit mp, =—— = -3
me

Diese Steigung und die Werte des Punktes werden in die allgemeine Tangen-
ten/Normalengleichung eingesetzt:
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1
ny=-—- -(x—u)+f(u) (allgemeine Normalengleichung)
f(w)
- (x—=1)+71(1)
= ——0(X— + | berechnete Werte einsetzen
(1)
4 1
= -3 x—1)+ > | ausmultiplizieren und vereinfachen
4 11
ny=——x+—
Y 3 6

Aufgabe 5

(5VP)
a) Aussage liber Monotonie

Die Ableitungsfunktion gibt die Steigung an. Fir x < 3 verlauft die Ableitungsfunktion

oberhalb der x-Achse. Die Steigung von f ist demnach in diesem Bereich stets groRer
Null. Die Funktion ist monoton steigend.

Fir x > 3 ist die Funktion streng monoton fallend.
Aussage lber Extremstellen

An der Stelle x = 3 ist der Wert der Ableitung gleich Null, demnach besitzt f an dieser

Stelle die Steigung Null. Vor der Stelle x = 3 steigt die Funktion, danach fallt diese.
Somit liegt ein Extremwert vor.

An der Stelle x = 0 liegt keine Extremstelle vor, obwohl die Ableitungsfunktion gleich
Null ist. An dieser Stelle liegt ein Sattelpunkt vor, da kein VZW stattfindet.

Aussage liber Wendestellen

An den Stellen x = 0 und x = 2 weilst f* Extremstellen auf. Somit liegen an diesen
Stellen bei f Wendestellen vor.

b) Skizze von f
FUr die Skizze werden folgende Hilfen verwendet:
An der Stelle x = 0 liegt ein Sattelpunkt vor.

An der Stelle x = 2 liegt ein Wendepunkt mit der Steigung f/(2) = 2 sowie an der
Stelle x = 3 ein Hochpunkt vor.
\ yl\

’
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Aufgabe 6 (3VP)
LGS l6sen
| 3X1 — X2 + 2X3 = 7
Il X1 + 2x2 + 3x3 = 14
1] X1 — 5x2 — 4x3 = -21
I 3X1 — X2 + 2X3 = 7
lla — 7x2 — 7x3 =—=35 (1-3lI)
lla 7x2 + 7x3 = 35 (1=3l):2
I 3X1 — X2 + 2X3 = 7
lla — 7xp — 7x3 = —35
b 0= 0 (lla+1la)

Setz man x3 = s, so folgt aus lla:
—7x,—75=-=-35 | +7s]|:(-7)
Xp=5-—5

X2 und x3 einsetzen in I:

3Xx1—(5—5)+2s=17 | ausklammern und zusammenfassen
3x1—5+4+3s=7 | +5|—3s|:3
X1=4-5s

L={4—-s5;5—5;s}

Geometrische Interpretation der L6sungsmenge
Jede Zeile (Gleichung) des LGS entspricht einer Ebenengleichung.
Die Lésungsmenge gibt gemeinsame Punkte an. In diesem Fall entspricht das der

4 -1
Schnittgeraden mit der Gleichung g : X=|5 |+s| -1
0 1
Aufgabe 7 (4VP)

Parallelitat zeigen
Liegen zwei Vektoren senkrecht zueinander, so ist deren Skalarprodukt gleich Null.

Damit die Ebenen parallel sind, muss der Normalenvektor der einen Ebene senkrecht
zu beiden Richtungsvektoren der anderen Ebene sein. Dies wird mit Hilfe des Skalarpro-
dukts gezeigt:

2 1

2 -l 0 |=2-1+42:0+(-1):-2=0

\ -1 2

2 [ -1

2 || 1 |=2-(=1)+2-1+(=1)-(=1)=0
\—1 0

Abstand bestimmen

Der Abstand der beiden Ebenen entspricht dem Abstand des Punktes P(1 | 1 | 0) der
Ebene E zur Ebene F.
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Dazu wird die Hessesche Normalenform von F benoétigt:
2 2
xX—| 1 |2

—2 -1
HNF: =0
V224224 (-1)2

Der Punkt P wird nun eingesetzt und der Abstand dadurch berechnet:

1 2 2
1 |- 1 | 2
0 —2 -1 |-1-2+0-2+2-(-1)] 4
d(P; F) = = =_
3 3 3
Aufgabe 8 (3VP)

Mittelpunkt bestimmen

Die zur Ebene senkrecht durch den Punkt S verlaufende Gerade schneidet die Ebene im
Mittelpunkt M des Grundkreises.

Diese Gerade besitzt als Richtungsvektor den Normalenvektor der Ebene.
Nullstellen bestimmen

Der Radius entspricht dem Abstand des Punktes M zu P. Dieser Abstand wird Uber den
—_—
Betrag des Verbindungsvektors berechnet (r = )MP)).
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Aufgabe l 1
a) Bestimmung der beiden Parameter a und b (7VP)

Zu beachten ist hier, dass die Kosten f(x) in 10.000 EUR angegeben werden.

Die beiden Parameter a und b lassen sich aus den gegebenen zwei Bedingungen

berechnen.

Die flnfte Produktionseinheit soll 950.000 EUR kosten, daher ist f(5) = 95:
5a+b

f(5)=95 & =95 & 5a+b=950 (l)

Die zwanzigste Produktionseinheit soll 560.000 EUR kosten, daher ist f(20) = 56:
20a+ b
f(20)=56 < BETE =56 < 20a+b=1400 (ll)

Aus (I) folgt: b =950—5a, aus (ll) folgt: b =1400— 20a
Die Gleichungen werden gleichgesetzt und nach a aufgelost:

950—5a=1400—20a
15a =450
a=30

Den Wert fUr a setzt man nun in eine der Ausgangsgleichungen ein um b zu berech-
nen.

b=950—-5-30=800
30x + 800

Somit ergibt sich die Funktionsgleichung von f zu f(x) = N
X
Skizze des Schaubildes von f

yl\
140 -

120 t
100 ¢
80 T

60 T

40 1

20 1

20 40 60 80 100 120 140 X
Nachweis, dass die Herstellungskosten sinken

Wenn die Herstellungskosten fallen, bedeutet dies, dass f streng monoton fallend
sein muss. Um dies zu uberprifen, wird zunachst die erste Ableitung von f nach der
Quotientenregel gebildet. Es gilt damit far x > 0:
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, 30-(x+5)—(30x+ 800)-1
)= 5
(x+5)
30x + 150 —30x— 800
B (x + 5)2
—650
= <
(x+5)2

Da der Zahler stets negativ und der Nenner stets positiv ist, muss der gesamte Term
stets negativ sein. Somit ist f fir x > 0 streng monoton fallend, die Herstellungs-
kosten sinken somit im Laufe der Zeit.

Bestimmung der ersten Produktionseinheit filir unter 400.000 EUR

Da f(x) in 10.000 EUR angegeben wird, muss hier f(x) < 40 gelten.

Die Funktion f ist streng monoton fallend, daher genlgt es, den Zeitpunkt auszu-
rechnen, an dem die Herstellungskosten genau 400.000 EUR betragen.

Die darauffolgende Produktionseinheit ist dann folglich die erste, die weniger als
400.000 EUR kostet.

Mit dem GTR lasst sich diese Stelle berechnen,
indem f mit der Geraden y = 40 Uber den Be-
fehl ‘ 2nd — TRACE (CALC) — 5: intersect|geschnit-
ten wird. Es ergibt sich die Schnittstelle x = 60, die

60. Produktionseinheit kostet somit genau 400.000 M
EUR. Interseckion
Somit ist die 61. Produktionseinheit die erste, die n=ay =41

weniger als 400.000 EUR kostet.

Handschriftliche Losung

Auch ohne GTR lasst sich die Schnittstelle von Hand schnell berechnen:

f(x)=40
30x+ 800
——— =140 | -(x+5)
xX+5

30x+ 800 =40(x+5)
30x + 800 =40x+ 200
10x =600
x =60

Die 60. Produktionseinheit kosten genau 400.000 EUR. Die 61. Produktionseinheit
ist demnach die erste, welche weniger als 400.000 EUR kostet.

Bestimmung der langfristigen Herstellungskosten

Um die langfristigen Herstellungskosten zu berechnen, muss untersucht werden, ge-
gen welchen Wert die Kosten f(x) fur sehr groRe x streben — wir bilden den Grenz-
wert von f fur x — oo.

Da f eine gebrochenrationale Funktion mit Zahlergrad = Nennergrad darstellt, ist die
Grenzwertbildung sehr einfach:

) . 30x+ 800
limf(x)=lim ——— =3
X—00 X—00 X + 5
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Langfristig muss somit mit Herstellungskosten von 300.000 EUR pro Produktionsein-
heit gerechnet werden.

b) Unterschied der Herstellungskosten von unter 10.000 EUR

Die Herstellungskosten zweier beliebiger aufeinander folgender Einheiten x und x+1
sind f(x) bzw. f(x + 1). Fur ihren Unterschied d(x) gilt dabei:

dx)=f)—f(x+1)
B 30x+800 30(x+1)+800
 Xx+5 B X+ 6

Es ist nun diejenige Stelle gesucht, ab der der Unterschied d(x) kleiner als 10.000
EUR, also kleiner als 1 ist.

(5VP)

Analog zu Teilaufgabe a) kann das Schaubild der
Funktion d hier mit der Geraden y = 1 Uber den Be-
fehl|2nd — TRACE (CALC) — 5: intersect |geschnit-
ten werden. Es ergibt sich die Schnittstelle x = 20, "
somit betragt der Unterschied der Herstellungskos- ‘-"‘-—____
ten von der 20. auf die 21. Produktionseinheit ge- Intersection
nau 10.000 EUR. =

Demnach unterscheiden sich die Herstellungskosten zweier aufeinander folgender
Einheiten ab der 21. Einheit um weniger als 10.000 EUR.

Berechnung des Verkaufspreises fiir eine Packung

Es kann mithilfe eines Integrals zunachst der Preis fur die Herstellung der Gesamt-
kosten der ersten 100 Produktionseinheiten berechnet werden.

Das Kostenintegral reicht hier von x = 1 (erste Ver- FRInLCCIAY+SEE Y
kaufseinheit) bis x = 100 und lasst sich mit dem Ca+al. .1, 18385
GTR Uber den Befehl ‘ MATH — 9: fnlnt‘ berechnen. 42338, 438373

Es ergibt sich: i

100
K = Jf(x)dxz4.830
1

Die ersten 100 Einheiten kosteten somit etwa 4.830-10.000 =48.300.000 EUR.

Eine Einheit wiederum besteht aus 10.000 Packungen, somit entspricht der obige
Preis wiederum 100-10.000 = 1.000.000 Packungen. Der Herstellungspreis einer
Packung betragt somit

48.300.000
p=———=48,30 EUR.

1.000.000

Eine Packung muss fur etwa 48, 30 EUR verkauft werden, um die Herstellungskosten
zu decken.

Alternativer Losungsweg

Alternativ zum Integral kdnnen auch die einzelnen Funktionswerte von f von x =1
bis x =100 mit dem GTR aufsummiert werden.
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Dazu wird (ber |2nd — STAT (LIST)| das LIST- [g
Menu aufgerufen und dort Uber die Be- 3
fehlsfolge |LIST — MATH — 5:sum| und dann 2
LIST — OPS — 5: seq‘ die Summe berechnet. Ne- B
benstehend ist der genaue Befehl abgebildet.
Nach dieser Methode ergibt sich K ~ 4.920 und
analog zu oben ein Verkaufspreis von etwa 49, 20
EUR pro Verpackung.

Ll 3R+ EEE
At m. 1216880

4319, 18238638

LIr
T

Der Vorteil dieser Methode liegt darin, dass nur ganzzahlige x-Werte von x = 1 bis
x = 100 aufsummiert werden, was im Sachzusammenhang eigentlich realistischer
ist.

c) Bestimmung einer rekursiv definierten Folge (6VP)
Die gesuchte Folge sei (up).

Die Wirkstoffmenge nach der n-ten Spritze ist u,. Nach der n-ten Spritze befinden
sich noch 100% — 18% = 82% der vorherigen Wirkstoffmenge un—1 im Blut (da
diese bis zur Spritze um 18% abgenommen hat) sowie die neu hinzugespritzten 50
mg Wirkstoff. Fir die Wirkstoffmenge u, gilt damit:

un = (82% der vorherigen Wirkstoffmenge) + (50 mg neu)
=0,82-up-1+50

Zu Beginn befindet sich noch kein Wirkstoff im Blut, daher ist auch ug = 0.
Berechnung der Wirkstoffmenge nach der 5. Spritze

Die Wirkstoffmenge nach der 5. Spritze entspricht dem Wert des Folgegliedes us.

Mit dem GTR kann dieses Folgeglied im Folgenmo- Flati Flotr Flok:
dus berechnet werden, der im MODE-Men( einge- aMin=A
stellt werden kann (in der vierten Zeile auf A BA. 3240l n—1
einstellen). A+38 .
. _ , , _ WenMinad L8
AnschlieBend kann im Y-Editor wie rechts abgebil- gl =
det die Bildungsvorschrift der Folge (un) eingege- vinklina=
ben werden. L=

Bei wird die erste Folgenummer n = 0 eingegeben, bei der dazuge-

horige Wert des Folgegliedes ug = 0.

Uber ‘an — GRAPH (TABLE)‘ kann anschlieSend " Ly
die nebenstehende Wertetabelle der ersten Fol- i i
geglieder angezeigt werden. Es ergibt sich us =~ % E'-I.EE
174,79, direkt nach der 5. Spritze befinden sich so- Y
mit etwa 175 mg des Wirkstoffes im Blut. E 103 %%
7 1]
Die Folgeglieder kénnen auch einfach sch.rlttwelse.‘ =174, Foddon
per Hand berechnet werden, es ergeben sich dabei

Uber die Rechnung
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U1=50
u;=0,82-50+50=091

us=0,82-152,19+50=174,19
dieselben Werte wie in der oben aufgeflhrten Tabelle.
Berechnung des langfristigen Schwankungsbereichs der Wirkstoffmenge

Die Folge (up) ist beschrankt, langfristig streben all ihre Folgeglieder gegen einen
Grenzwert g. Ist die Folge dabei einmal im Grenzwert , angelangt”, unterscheiden
sich zwei aufeinander folgende Folgeglieder up—3; und un, nicht mehr — sie entspre-
chen beide genau diesem Grenzwert. Eingesetzt in die rekursive Bildungsvorschrift
von (up) ergibt sich damit:

g=0,82-9g+50
0,18-9g=50

g= ~ 277,78

0,18

Direkt nach jeder Spritze befinden sich langfristig gesehen 277, 78 mg des Wirkstoffs
im Blut, direkt vor der jeweiligen Spritze waren die 277,78 —-50=227,78 mg.

Die Wirkstoffmenge schwankt langfristig somit zwischen etwa 228 und 278 mg.

Skizze des zeitlichen Verlaufs der Wirkstoffmenge

Stellen Sie zunachst lhren GTR auf das BogenmaR (Radian) ein!

a) Skizze des Schaubildes von f

Das Schaubild K ergibt sich mithilfe des GTR.
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Im nebenstehenden Schaubild wurden auf der y- 1

Achse die Wirkstoffmenge (in mg) und auf der 200

x-Achse die verstrichene Zeit in Stunden abge-

tragen. 150

Alle 6 Stunden wird eine neue Spritze gesetzt, in \

den darauf folgenden 6 Stunden wird dann wie- 100

derum 18% der aktuellen Wirkstoffmenge abge- T

baut, bis letztlich wieder eine neue Spritze ge- 50

setzt wird.

6 12 18 24 X

Aufgabe 1 2

(7VP)
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-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 X

Begriindung der maximalen Definitionsmenge R

Die Funktion hatte nicht den kompletten Bereich der reellen Zahlen als Definitions-
bereich, wenn der Nenner in der Funktionsgleichung an manchen Stellen den Wert
Null annehmen wiirde. Das bedeutet 2 + cos(5x) = 0 oder cos(5x) = —2.

Die Kosinusfunktion kann jedoch nur Werte zwischen —1 und 1 annehmen. Daher
hat diese Gleichung keine Losung, der Definitionsbereich von f ist R.

Bestimmung der Wertemenge von f

Da f sichtbar periodisch ist, besteht die Wertemenge aus allen Funktionswerten zwi-
schen dem y-Wert eines Hochpunktes und dem y-Wert eines Tiefpunktes.

Der y-Wert des Hochpunktes kann Uber den Befehl
‘an — TRACE (CALC) — 4: maximum ‘ be-
stimmt werden, flr ihn gilt ymax = 4. Entsprechend

ergibt sich fur den y-Wert des Minimums ymin = %.

4
Die Wertemenge lautet somit Wy = [5 4].

Haxirum
NZF Y=y

Bestimmung der Periode von f

Die Periodizitat von f wird lediglich durch den Term cos(3x) bestimmt. Er hat die

21
2

Periode p =

Somit hat auch die Funktion f die Periode p = 4.
Berechnung der Hoch- und Tiefpunkte von K

Wie oben bereits berechnet wurde, ist H(2 | 4) als ein Hochpunkt von K.

Wegen der Periode p = 4 von f ergeben sich damit auch der Punkt H1(2 + 4 | 4)
oder auch Hz(2+ 2 -4 | 4) als weitere Hochpunkte von K. Allgemein gilt somit: Die
Hochpunkte haben die Koordinaten Hx(2 + k-4 | 4), wobei k irgendeine beliebige
ganze Zahl ist.

Der erste Tiefpunkt von K ist hingegen T(O | %) die nachsten Tiefpunkt sind auf-
grund der Periode T3 (4 | %) und T (8 | %) Analog zu oben ergeben sich allgemein
die Tiefpunkte Ty (k -4 | %) wobei k auch hier irgendeine beliebige ganze Zahl ist.

Alternativer (formaler) Losungsweg
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Um die Extrempunkte von K zu berechnen, muss nicht einmal die erste Ableitung
von f gebildet werden, sie kénnen mit einfachen Uberlegungen am Funktionsterm
von f gebildet werden.

4
Beim Bruch —————— ist immer nur der Nenner variabel. Es gilt weiterhin:

2 + cos(5x)
Der Bruch nimmt seinen gréf3ten Wert an, wenn der Nenner seinen kleinsten Wert
annimmt. Dies ist der Fall, wenn cos(5x) =—1 ist:

T+ 2k-m
— =2+ 4k.

T

T T
cos(—x):—l & —X=n+2kemTm & X=

2 2 >
Dabei ist zu beachten, dass die Kosinusfunktion cosx den Wert —1 an den Stellen

X=m+ 2k-m, kK € Z, annimmt.

Die Funktion f hat Maxima an den Stellen x = 2 + 4k (k € Z), das Schaubild K von f
hat somit die Hochpunkte H(2 + 4k | 4).

Weiterhin nimmt der Bruch seinen kleinsten Wert an, wenn der Nenner wiederum

am groRten ist. Dies ist der Fall, wenn cos(5x) =1 ist:
T s 2:2k-m
cos(—x)=1 & —x=2k-1 & x=——=4k
2 2 m
Die Funktion f besitzt also Minima an den Stellen x = 4k mit k € Z. Die Tiefpunkte
haben also allesamt die Koordinaten T (4I< | %)

Bestimmung der Funktionsgleichung der Naherungsfunktion g (6VP)

Das Schaubild der ganzrationalen Funktion
zweiten Grades g ist eine Parabel. Da g mit v
f an den Stellen —2, 0 und 2 Ubereinstim-
men sollen und das Schaubild von f achsen-
symmetrisch ist, muss somit auch die Para-
bel achsensymmetrisch zur y-Achse sein. Als
Ansatz fur g ergibt sich damit wegen dieser
Achsensymmetrie g(x) = ax? + c.

H

w

N

=

-2 -1 1 2

Es ist f(0) = %. Wegen der Voraussetzung f(0) = g(0) folgt daraus:

4
g(0)=a-02+b=§

4
g besitzt somit die vorlaufige Funktiongsgleichung g(x) = ax? + 3

Weiterhin ist f(2) =4 und es soll f(2) = g(2) sein:
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4
g2)=a-22+-=4
3
4a =

a=

Wl N Wl oo

2
Fir g gilt somit die Funktionsgleichung g(x) = §X2 + 3

Bestimmung der starksten Abweichung zwischen f und g

Die Abweichung bzw. der Unterschied zwischen f und g wird durch eine Funktion
d beschrieben mit d(x) = |f(x) — g(x)|. Das Maximum dieser Funktion im Intervall
[—2; 2] entspricht der groBten zwischen den beiden Funktionen in diesem Intervall.
Dieses muss nun mit dem GTR bestimmt werden.

Dazu werden im Graph-Menlu unter Y; und Flotd Flotz Flak:
Y, die Funktionsgleichungen von f und g ein- M BEd Ao os a2
gegeben, unter Y3 schlie8lich abs(Y1—Y2). abs LR
steht hierbei fur ,Absolutbetrag” und ist unter VL e T

" g wrBaks i -Ye
MATH — rechte Pfeiltaste (NUM) — 1: abs‘ aufruf- “My=

bar. wHe=
~NE=

Nebenstehend wurde das Window-Fenster im ent-
sprechenden MenU auf —2 < x < 2 sowie —0, 3 <
y < 0,45 heruntergesetzt, um das Schaubild von d
gut sichtbar zu machen. Dann kénnen Uber den Be-
fehl | 2nd — TRACE (CALC) — 4: maximum | die Ma- - —
xima von d bestimmt werden, sie liegen etwa bei

x1~—1,709 und x> ~ 1, 709 und betragen jeweils gg{ig'ﬂ"ﬂ;g vz TyP{zERY
etwa d ~ 0, 347.

Bestimmung der mittleren Abweichung von f und g

Die mittlere Abweichung von f und g im Intervall entspricht dem mittleren Funkti-
onswert von d in diesem Intervall. Fur ihn gilt:

N

2 2
_ 1
m=m°Jd(X)dX= ‘Jd(X)dX
-2 -2

Mit dem GTR lasst sich dieses Integral Uber 1-d%FfnInt Y z.x, -
‘ MATH — 9: fnlnt‘ berechnen, es betragt etwa m =~ R
0,103. « 1E51 338923
Die mittlere Abweichung von f und g im Intervall i
[—2; 2] betragt etwa 0, 103.
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c) Bestimmung des Volumens des Rotationskorpers (5VP)
Die Formel fUr das Rotationsvolumen eines Korpers bezieht sich nur auf Kérper, die
um die x-Achse rotieren. Das Rotationsvolumen kann hier also nur berechnet werden,
indem das Schaubild um % Einheiten nach unten verschoben und anschlieBend um
die x-Achse im Intervall [0; 4] rotiert wird.
Das nach unten verschobene Schaubild wird durch die Gleichung f(x)—% beschrie-
ben. Somit gilt fir das Rotationsvolumen nach der allgemeinen Formel:
4 N2
V="'f(f(’<)—§) dx~ 22,34 mfhInt (40 2+ca
0 5':11£%H:‘:‘-4-’3:‘3:H
Die Rotationskorper hat ein Volumen von etwa 22, 3 P
' ' P i votmen vor et 22.34021443
VE.
Gleichung des gespiegelten Schaubilds
Da f hier auch nicht einfach so an der Achse y = % gespiegelt werden kann, muss
auch hier in kleinen Schritten verfahren werden. f* sei die Gleichung des gespiegel-
ten Schaubildes K*.
Zunachst wird das Schaubild um % Einheiten nach unten verschoben, somit gilt
4
rx)=fx)— 3
. . : 4
Danach wird das Schaubild an der x-Achse gespiegelt: f*(x) = —(f(x)— 5)
Letztlich muss das Schaubild wieder um g Einheiten nach oben verschoben werden:
) (f( ) 4) + :
X)=—|f(x)— = —.
3 3
Somit gilt insgesamt:
) (f()4)4 f()448f()8 :
X)=—|fX)—=|+==—fX)+ -+ =-—=——f(X)=—— ——— 77—
i
3 3 3.3 3 3 2+cos(—x)
2
Aufgabe | 3
a) Skizze des Schaubildes von f (5VP)

Das Schaubild von f ergibt sich mit dem GTR:
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10 1

10 20 30 40 50 60 70 X
Bestimmung der gréRten Anzahl an Besuchern pro Minute

Die groRte Anzahl an Besuchern ist durch das Maximum von f gegeben.

Mit dem GTR kann dieses Uber den Befehl
2nd — TRACE (CALC) — 4: maximum bestimmt
werden. Es ergibt sich das Maximum 10, 2 an der
Stelle x ~ 16, 7.

Nach 16,7 Minuten, also etwa um 19.17 Uhr ist

die Ankuftsrate mit etwa 10 Personen pro Minute Ii'I-:l:-:ir-'nur-'u
maximal. n=1l6.866667 Y=10.150146

Zeitpunkt, ab dem weniger als drei Personen pro Minute ankommen

Es kénnen hier lediglich die Stellen berechnet werden, an denen die Ankuftsrate
genau drei Personen pro Minute betragt.

Mit dem GTR lassen sich diese Stellen berechnen,
indem f mit der Geraden y = 3 Uber den Be-
fehl ‘ 2nd — TRACE (CALC) — 5: intersect|geschnit-
ten wird. Es ergeben sich die beiden Schnittstellen i .
X1~4,3und xx~42,4. 1|r o _“'"_-—_.,__
Wie am Schaubild von f allerdings erkennbar, dass Inkerseckion

erst zum zweiten Zeitpunkt hin die Ankunftsrate HENMEZPPZEE YSE

auch tatsachlich dauerhaft unter 3 Personen pro Mi-

nute bleibt, somit ist x, die gesuchte Stelle.

Etwa ab 19.43 Uhr kommen weniger als drei Besucher pro Minute zum Kino.

b) Nachweis, dass die Anzahl der Ankommlinge durch g beschrieben wird (4VP)

Die Funktion f beschreibt die Anzahl der ankommenden Personen pro Minute und
stellt damit eine Anderungsrate da.

Ihre Stammfunktion misste somit richtige Anzahl der ankommenden Personen pro
Minute beschreiben — was ja genau durch g beschrieben werden soll. Es muss also
gezeigt werden, dass g eine Stammfunktion von f ist. Dies ist der Fall, wenn g’(x) =
f(x) qilt.

Um dies zu Uberpriufen, wird g nach der Produktregel abgeleitet. Dabei ist zu beach-

ten, dass der Term e~%12X nach der Kettenregel abgeleitet zu
(e—0,12x)’ =e~012x. (0, 12) wird:

(©) Karlsruhe 2014 | Seite 15/25

Vervielfaltigung nur innerhalb einer Lehrer-/Klassen- oder Schullizenz und mit Hinweis auf MatheLV erlaubt.


http://www.SchulLV.net
http://www.MatheLV.net
http://www.SchulLV.net
http://www.MatheLV.net

Baden-Wiirttemberg | Abitur (GTR)

.1‘ Prifungswissen | Original-Priifungen
» Abitur 2007 | GESAMTE PRUFUNG Lésungsblatt

"‘ MathelV

(ausfiihrlich)

9’(x)=0—[(4,5x+37,5)e 12X 4 (2,25x2 + 37,5x + 312,5) - e~ 012X (-0, 12)
=[—4,5x—37,5—(2,25x%+ 37,5x+ 312,5)-(—0,12)] . e~ 012X
=(—4,5x—37,5+0,27x% + 4,5x + 37,5) - e~ 0 12x
=0, 27X2 . e—0,12X
=f(x)

Es muss weiterhin noch Uberprift werden, ob g die gegebene Anfangsbedingung —

dass namlich vor 19.00 Uhr noch keine Besucher am Kartenschalter sind — erfullt.
Es muss g(0) = 0 sein:

9(0)=312,5-(2,25-02+37,5-0+4312,5)-e70120=312,5-312,5.e% = 0.

L[,

Somit ist auch diese Bedingung erflllt. g beschreibt tatsachlich die Anzahl der ange-
kommenen Personen seit 19.00 Uhr.

Bestimmung der maximalen Besucherzahl

Hier muss nun untersucht werden, ob sich die Besucheranzahl nach einer langeren
Zeit (also fUr sehr groRe x) einem maximalen Wert nahert — Wir bilden den Grenz-
wert von g fur x — oo:

lim |312,5—(2,25x%+37,5x+ 312,5)-e " %12X| =312,5-0=312,5
X—00
_,0

Es kommen maximal etwa 312 Personen zum Kino.

Bestimmung der Wartezeit ab 19.20 Uhr

Es muss zunachst berechnet werden, wieviele Personen um 19.20 bereits am Kar-
tenschalter warten:

9(20)=312,5—(2,25-20%2+4+37,5-20+ 312,5)- e 91220 5 134

Es ist weiterhin bekannt, dass nun pro Minute 6 Personen abgefertigt werden. So-
mit haben nach 134 : 6 = 22,3 Minuten alle 134 wartenden Besucher eine Karte
erhalten.

Berechnung der gréf3ten Anzahl an wartenden Personen

Bis um 19.20 Uhr warten 134 Personen am Kartenschalter, der nun 6ffnet. Die Anzahl
h(x) der nun noch wartenden Personen setzt sich zusammen aus den bisher ange-
kommenen Personen abzuglich der Personen, die seit 19.20 Uhr abgefertigt werden.

Die Anzahl der bisher angekommenen wird durch g(x) beschrieben.

Da pro Minute weiterhin 6 Personen abgefertigt werden kénnen, sind zum Zeitpunkt
X genau 6 - (x — 20) Personen abgefertigt (Hinweis: Es darf hier nicht x, sondern
muss x — 20 stehen, da der Schalter ja erst um 19.20 Uhr aufmacht und daher eine
20-minutige Verzdgerung eintritt!).

Somit gilt insgesamt als Anzahl der wartenden Personen zum Zeitpunkt x:
h(x)=9g(x)—6:(x—20).
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Nun muss mit dem GTR das Maximum von
h Uuber | 2nd — TRACE (CALC) — 4: maximum| be-
rechnet werden, es liegt etwa bei x ~ 31, 8 und be-
tragt ca. 158, 47.

Etwa um 19.32 Uhr ist die Anzahl der Wartenden
am grof3ten, sie umfasst dann etwa 158 Personen.

Berechnung der Zeit, nach der sich die Wartesch

Hier muss nun mithilfe des GTR die Zeit berech-
net werden, nach der die Anzahl h(x) der war-
tenden Personen Null betragt. Mit dem Befehl
2nd — TRACE (CALC) — 2: zero| ergibt sich x =~
71, 6.

Gegen 20.12 Uhr hat sich die Warteschlange aufge-
[Ost.

Haxirmum

n=z1.8x2199 Y=1EE.47HYE

lange aufgelost hat

e
n=rl.BZE=E1 Y=0

™,

Personenanzahl, die nun pro Minute abgefertigt werden muss

Der Schalter wird um 19.50 Uhr 6ffnen und die Warteschlange soll um 20.30 Uhr
aufgeldst sein. Somit bleiben zur Abfertigung 40 Minuten.

Bis 20.30, also in einem Zeitraum von 90 Minuten kommen weiterhin g(90) ~ 312
Personen beim Kino an. All diese Personen mussen innerhalb dieser 40 Minuten ab-
gefertigt werden. Pro Minute ware dies eine Anzahl von 312 : 40 =7, 8 Personen.

Es mussen pro Minute etwa 8 Personen abgefertig werden, damit die Warteschlange

um 20.30 Uhr abgebaut ist.
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Wahilteil 1l
Aufgabe 1l 1.1

a) Zeichnung des Hangs und der Sendemasts

Fir die Darstellung werden die
Spurpunkte der Ebene, also ihre
Schnittpunkte mit den Koordina-
tenachsen berechnet. Dazu wer-
den in der Ebenengleichung je- 27
weils zwei Koordinaten gleich Null
gesetzt.

(6VP)

Damit ergeben sich die drei Spur-

punkte S1(8 | 0 | 0), S>(0 | 8 | 2
0) und S3(0 | 0 | 4). Diese wer- 4
den eingezeichnet und miteinan-

der verbunden.

S1

X1

Bestimmung des Neigungswinkels des Hangs
Der Neigungswinkel entspricht dem eingeschlossenen Winkel zwischen der Ebene E

1 0
und der x1x>-Ebene. | 1 | ist ein Normalenvektor von E, | 0 | ist ein Normalenvektor
2 1

der x1x2-Ebene.
Fir den Neigungswinkel a gilt somit:

1 0
1110
cosa = ’ ; =|1.0+1.0+2.1|=iz0 8165
V12+12+22.41 /6 /6
= o~ 35,626°

Der Hang hat einen Neigungswinkel von etwa 35, 26°.

Berechnung der Koordinaten des Verankerungspunktes am Hang
Der Mast wird mit dem Stahlseil auf halber Hohe, also im Punkt M(6 | 4 | 4) befestigt.
Dieses soll mdglichst kurz sein — und muss daher senkrecht zum Hang verlaufen.

Das Stahlseil kann also durch eine Lotgerade £ zur Hangebene E beschrieben werden,
die durch M verlauft. Sie besitzt den Normalenvektor von E als Richtungsvektor:

6 1
R=0OM+t-Ac=|4a|+t|1]: ter
4 2

Der Verankerungspunkt V entspricht dem Schnittpunkt dieser Geraden mit der Han-
gebene. Dazu werden die Koordinaten von [ in die Koordinatengleichung der Hange-
bene eingesetzt:
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INE: (64+4D)+(4+t)+2(4+2t)=8
6+t+4+t+8+4t=8

6t=-10
10 5
6 3
Der Verankerungspunkt liegt somit far t = —% auf der Geraden. Eingesetzt in die
Geradengleichung ergibt sich:
6 1 13
— 5 2 13 7 2
OV=l4|—-<|1]|=]| 3 =>V(—|—|—)
3 3 3 3 3
4 2 3

13 7 2
Der Verankerungspunkt des Stahlseils hat die Koordinaten V(? | 3 [ 5)

Berechnung der Lange des Stahlseils

Die Seilldange entspricht der Lange der Strecke vom Verankerungspunkt V bis zum
Punkt M, in dem das Seil den Mast befestigt:

5
I 2 532 532 102 150
1 3 3 3 9
3

Das Stahlseil ist etwa 40,8 m lang.

b) Beschreibung eines Weges, um die Schattenlange zu bestimmen (3VP)
Um die Gesamtléange £ des Schat- x3 A ’
tens zu ermitteln, die aus den 4 )53 0
Teilabschnitten TQ und QH be- \
steht, konnen beispielsweise fol-
gende Schritte durchgefiihrt wer- 1 s,
den: 4 c g X
Q
S1 H

Bestimmung der Geradengleichung der Geraden g durch S; und S

— Bestimmung einer Hilfsebene H durch die Punkte T, S und H

— Schnitt der Geraden g mit der Hilfsebene. Dies ergibt den ,Knickpunkt” Q des
Schattens

— Es gilt fur die Gesamtlange dann £ = TQ + OH = |TQ| + |OHI.
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c) Berechnung der Abknickhéhe des Mastes (3VP)
Der Mast knickt nun im Punkt K(6 | 4 | k) um, wobei k hier die Abknickhthe darstellt.
Die Spitze S des Mastes, die sich vorher im Punkt (6 | 4 | 8) befand, liegt nun im
Punkt R(4 | 0] 2). Der Abstand der Spitze zum Abknickpunkt ist dabei jedoch gleich
geblieben, es muss also gelten:
IRK| = [SK|
2 0
4 = 0
k—2 k—8
V22 + 42+ (k—2)2 = /(k—8)2 | ()2
20 + (k—2)2 = (k— 8)2 | Klammern auflésen
20+ k?—4k+4 =k?— 16k + 64 | —k2 | +16k |—24
12k =40
40 10
k=—=—=~3,33
12 3
Somit ist der Sendemast in einer Hohe von etwa 33, 3 m abgeknickt.
Aufgabe 1l 1.2
Aus dem Aufgabentext lasst sich die (4VP)

Aussage verwenden, dass das Dreieck
ABC gleichschenklig und rechtwink-
lig ist. FUr die Vektoren AB (im Folgen-
den @ genannt) und AC = b gilt daher

zum einen @-b =0 und |d| = |b]. Cl .

Von Interesse sind hier jedoch die Vekto- p

ren MP und MQ, um die es in dieser Auf- 0 :

gabe geht. Sie lassen sich auch leicht '\

mit den obigen Vektoren @ und b dar- !

stellen: : :
A M a B

— 1 L — 1. 1.

MP=—-d+b; MQ=-4+—-b=-=-b—d

2 2 2

Um die Orthogonalitdt dieser beiden Vektoren nachzuweisen, muss ihr Skalarprodukt

gebildet werden, es musste Null betragen:

— — (1 2\ (1.
i 7= (L 5)-(16-a)
2 2

1.1 1. o .
=—-d-b——a%?+-b%*—a-b
4 2 2 L
0 =0
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Damit ist nachgewiesen, dass die Strecken MP und MQ orthogonal zueinander sind.

Um weiterhin nachzuweisen, dass sie gleich lang sind, muss der Betrag der beiden Vek-
— —
toren MP und MQ berechnet werden:

—_— — 1 N 2 1 . . 1 ~
IMP| = V MP? = (§a+b) =\J—az+a-b+b2=\JZaZ+b2

4
— — 1. 2 1. ~ 1.
IMQ| =/ MQ? =\ (Eb_a) =sz2_a.b+az=\laz+zbz

Wegen |d| = |b| gilt damit automatisch auch @2 = b2. Die Ausdriicke unter den Wurzeln
sind damit jeweils identisch — die Betrage der beiden Vektoren sind damit gleich.

Damit ist ebenfalls nachgewiesen, dass die beiden Strecken MP und MQ gleich lang sind.

Aufgabe 1l 2
a) Berechnung des Kantenabstands (5VP)

Mit den gegebenen Koordinaten der 4 Punkte lassen sich zunachst die Koordinaten
der restlichen Punkte ermitteln: C(3|5|0), E(0|0]4),G(3|51|4), H(O|5]|4).

Wie anhand der gegebenen Skizze erkennbar ist, entspricht der Kantenabstand ein-
fach dem Abstand der beiden Punkte A und H (oder auch B und G). Fur diesen gilt:

0
d=[AH|=|| 5| =v02+52+42=4/4T~64

Die beiden Kanten AB und GH besitzen einen Abstand von etwa 6, 4 LE.
Nachweis, dass die Gerade durch £ und H in jeder Ebene liegt
Die Gerade g durch E und H ist in Parameterform zunachst gegeben durch:

0 0
g:5<‘=OE+r-E—7= Of+r 1| mitreRr.
4 0

Wenn die Gerade in allen Ebenen E; liegen soll, mUssen ihre Koordinaten flr alle
r € Rund t > 0 die Ebenengleichung erflillen. Um dies zu Uberprifen, werden ihre
Koordinaten einfach in die Ebenengleichung eingesetzt:
gNnEg t(0+0r)—(4+0r)=—4

t-0—4=—-4

—4 = —4

Die Koordinaten erfullen somit fur alle r und alle t die Ebenengleichung Et. Somit
liegt g in allen Ebenen von E;.

Ebene, in der der geschlossene Deckel liegt

Wenn der Deckel geschlossen ist, gehort beispielsweise der Punkt F(3 |0 | 4) zu ihm.
Dieser Punkt muss die Ebenengleichung der entsprechenden Ebene erfillen:
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FinEg: t-3—4=—-4
3t=0
t= 0

Der geschlossene Deckel liegt somit in der Ebene Eg: —x3 = —4 bzw. x3 = 4.

Hinweis: Hier dirfen die beiden E und H flr die Rechnung nicht verwendet werden,
da sie beide auf der Geraden g von oben und damit sowieso in allen Ebenen E;
liegen.

Uberpriifung, ob der um 90° geéffnete Deckel in einer Scharebene liegt

Der Punkt F ist 3 LE vom Punkt E entfernt. Wird der Deckel nun um 90° (um die Achse
EH) gedreht, steht dieser Punkt genau 3 LE tiber E und hat dabei die Koordinaten
F*(0]0]7).

Dieser Punkt musste in einer der Scharebenen E; liegen:

F*inEy: t-0—7=—4
—7=-4

Es entsteht ein Widerspruch, der Punkt F* und damit der ganze gedffnete Deckel
liegen somit in keiner Scharebene E;.

Bestimmung der Koordinaten des Punktes P (3VP)
Der Deckel liegt nun in der Ebene E;: 2x1 — x3 = —4.
Er wird nun durch einen zu ihm senkrechten Stab abgestutzt, der in der Mitte der
Kante EF, also im Punkt M(1,5 | 0| 4) befestigt ist. Er trifft den Deckel im Punkt P.
Da der Stab senkrecht zum Deckel steht, kann er geometrisch als Lotgerade zu E>
aufgefasst werden, die durch M verlauft. Diese Gerade hat den Normalenvektor von
E, als Richtungsvektor:

1,5 2
l:)’(‘=OTﬁ+5-ﬁ2= 0|+s 0 mit s € R.

4 -1

Der Punkt P entspricht nun einfach dem Schnittpunkt von E; mit ihrer Lotgeraden.
Um diesen zu bestimmen, werden die Koordinaten von £ in die Ebenengleichung von
E, eingesetzt:

INnEy: 2(1,5+25)—(4—5s5)=—-4
3+4s5—4+s=—-4

55= -3
3
S = —_ = —0, 6
5
Der Punkt P liegt somit fir s = —0, 6 auf der Geraden. FUr seine Koordinaten gilt

somit:
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1,5 2 0,3
0P = 0|-0,6 0 |= 0| = P0,3]0/4,6)
4 1 4,6

Der Punkt P hat die Koordinaten P(0,3| 0| 4, 6).

c) Berechnung des Offungswinkels wenn der Deckel in E; liegt (4VP)
Der geschlossene Deckel liegt laut Teilaufgabe a) in der Ebene Eg: x3 = 4, jetzt liegt
erin Ey: 2x1—x3 = —4. Der Offnungswinkel entspricht also genau dem Offnungswin-
kel dieser beiden Ebenen.

0 2
Mit ihren Normalenvektoren g = 0 |undii; = 0 | ergibt sich:
1 -1
0 2
0]- 0
cosa = 7o - 2| = ! -t =|_1|=iz0,4472
7ol - 17i2] J/1-4/5 V5 5

= a=x63,4°
Der Offnungswinkel betragt etwa 63, 4°.
Ebene, in der der um 60° geoffnete Deckel liegt

Nun ist bekannt, dass der Offnungswinkel zwischen Eg und der gesuchten Ebene E;
genau 60° betragt.

0 t
Wie oben gilt mit den beiden Normalenvektoren fig = 0 | und ¢ = 0
1 —1
0 t
0 0
o - Atl 1 -1 1
Cos60' = ———= =
|Aol - |7t J1-V/t2+1 t2+1
1
Es gilt weiterhin cos60° = > Es ergibt sich:
1 1
2 Jt24+1
2= t2+1
t?+1= 4
t? = 3

Da t > 0 gilt ist hier die einzige Lésung t = +/3.
Wenn der Deckel um 60° geoffnet wurde, liegt er in der Ebene E s: V3x1—x3 =—4.
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Bestimmung von t in Abhangigkeit von o

Hier kann nun genauso wie oben vorgegangen werden, nur dass hier auch der Off-
nungswinkel o als Variable bleibt:

cosa = fo-fel 1
|Fiol - 1Al Vt2+1
1
Vit +1=
cosa
1
t24+1= 5
cos?a
1
t2 = >——1
cos’a

Wegen t > 0 ergibt sich auch hier nur die positive Lésung als einzige Losung:

1
t= >——1.
cosc o

Hinweis: Der Ausdruck kann, muss aber nicht noch vereinfacht werden:

1 1—cos?a sina  sina
t= > —-1= > = 5= = =tanao
cos2a cos2a cos2a cosa

2

Die Beziehung 1 — cos? a = sin“ a ergibt sich hierbei aus sina+ cos2a=1.

d) Berechnung des maximalen Offnungswinkels der Kiste (4VP)
In der folgenden Skizze ist einmal die Skizze in Frontal- und einmal in Seitenansicht
dargestellt. Wenn die Kiste so weit gedtffnet ist, dass gerade noch kein Licht in sie
einfallt, liegt der Deckelpunkt U auf dem Lichtstrahl, der von L ausgeht und den
Mittelpunkt M; der Kante FG; Er hat die Koordinaten M1(3|2,5 | 4). Der Punkt M5 ist
der Mittelpunkt der Kante EH, fir ihn gilt M(0 ] 2,5 | 4).

An den Koordinaten L(0 | 2,5 | 20) der Lichtquelle Iasst sich erkennen, dass diese
senkrecht Uber dem Mittelpunkt M, steht, und zwar in einer Entfernung von
20— 4 =16 LE.

§ R FIN E—
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Der Deckel hat eine Breite von 3 LE, daher gilt RS = 3. Das Dreieck RSL ist weiterhin
rechtwinklig, daher gilt fir den Winkel 8 mithilfe von Trigonometrie:

Gegenkathete LS 16
tanf=———=—=— = B=x79,4".
Ankathete RS 3
Beim geéffneten Deckelrand gilt weiterhin US = RS = 3. Somit ist das eingezeichnete
Dreieck QRS gleichschenklig, der Winkel B taucht somit — wie oben eingezeichnet
— beim Punkt U wieder auf.

Im Dreieck haben alle Winkel eine Summe von 180°, daher gilt:
B+ B+ a=180°

a= 180"—2-8

~ 180°—2-79,4°=21,2°

Der maximale Offnungswinkel des Deckels betragt 21, 2°, wenn kein Licht in die Kiste
fallen soll.
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